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'HAROMSZOGTAN.

Bevezetés.

1. §:

A’ tértani szabdlyok szerint, ha valamelly hdrom-
szognek ismeretlen oldaldt, vagy szogletét ki akarjuk
keresni, meg akarjuk hatdrozni: vagy még egy md-
sik ismert hdromszigre vam szikség, mellyhez amaz
hasonlé, akdr egyenlé legyen; — vagy csak raj-
zolé szerszdmokkal dolgozhatunk, mellyekkel teljes
pontossig el nem érhetd. - Miként lehessen magdban
ugyanazon hdromszioghen, — miutdn annak hat része,
t.i. harom szoglete, és hdrom oldala van, — ha hdrom
rész kiadatik, a' tobbi ismeretleneket kikeresni, még
pedig pontosan szémokkal meghatirozni, vagyis — &’
mint ki szokldk fejezni — miként lehessen a' hdrom-
szoget kifejteni : errdl lanit o hdromszégtan (trigono-
melria ) ; melly tudomény, a’ szerint, a’ mint a’ hdrom-
szogek kétfélék, t.i. sik- és gombhdronssigek, két
szakaszra oszlik, u.m. sikhdromssogtan— és gombhd-

romssogtanra.

[I1. Rész, Hdromssiglan. 1
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ELSO SZAKASZ.

Sikharomszagtan.

(Trigonometri;x plana.)

. oih,

Stkhdromssigtan azon tudomdny, melly a’ sikhd--
romszég’ hdrom adott részeibol, a’ tobbi ismeretlen ré-
szeket kikeresni tanitja.

Itt az adott 3 részek nem lehetnek mind szog]etek
hanem legaldbb is egy oldalnak ki kell adatni. Mert a’
sikhdromszog® mekkorasdgat csupdn szigletek meg nem
hatdrozzdk ; mivel ugyanakkora hédrom szogletek temér~
uek A\ -gekben lehetnek , mellyek ugyan hasonlék egy-
méshoz, de oldalaik végetleniil kiilonbozhetnek. A’
sikharomszigel’ mekkorasigdt — mint mir a vo-
naltanban Idtdénk — ezek hatdrozhatjdk meg: 1) hd-
rom oldal, — 2) két oldal és egy szoglel, — 3) egy
oldal és két szoglet. Ezek lehetnek hdt a’ hirom kia-
dand6 részek.

3. §.

Valjon a’ A\ -ben a’ szigletek , a’ velok dltalellenes
oldalokkal ardnyosali-e ? — azaz: valjon a’ mint van
egyik szoglet a’ masikhoz, — tugy van-e az elsdbbel
dltalellenes oldal, a’ masikkal dltalellenes oldalhoz ? —
Ha ez igy volna: igy a’ haromszogtan felesleges lenne,
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mert az oldalokbol a’ szigleteket , és viszont, konnyen
kikereshetndk aranyszabslyon. — De ez nem igy
van. Mert, dmbdr a’ sziogletek’ novekedésével , ndnek
az dtellenes oldalok: de nem ugyanazon viszonyban,
mellyben a’ szogletek ; p. 0. két akkora szigletnek, nem
két akkora oldal van dtellenében ; mit &tldthatni az
egyenesszigi egyensziri A\ -ben, hol a’feszes-oldal, —
azon elvnél fogva, miszerint két pont kozt az egyenes
vonal legrévidebb it, — nem lehet kétakkora, mint
egyil egyik mellékoldal, — pedig kétakkora szoglet-
nek van dtellenében.

Mivel tehdt a’ szogleteket az oldalokkal arinyba
lenni, s igy ezeket amazokbdl, vagy viszont, kike-
resni nem lehet: gondolkoztak a mértandrok, miként
talalhatndnak ollyan vonalakat, mellyeknek mekkora-
sdguk ungyan a’ szégletel’ mekkorasagatsl figgene, 's
igy a’ kiillonbozd szogletekhez képest, ezen megfeleld
vonalak’ mekkorasdgit is ki lehelne szdmitni; de azon-
ban ezen vonalak nem a’ sziglelekkel, hanem a’ ha-
romszig’ oldalaival lennének ardinyosak ; hogy igy
ezen vonalakatl a’ megfeleld sziogletek helyelt vehetnék,
’s az oldalokkal arinyba tehetnék. Talsltak is fel illyen
vonalakat : ’s ezekel haromszigtani figgoényeknek

(functiones trigonometricae ), — vagy szogoonalaknak
(lineae trigonomelricae) nevezték.

ELSO CZIKKELY.
A’ hdromszsoglani fiiggeényekrél, vagy ssogvonalakrol.

4.8

Legelsoben is azt jegyezziik meg, hogy mindegy,
akdr szogletet mondjunk, akdir annak mérd korivét,
1*
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vagyis a' szoglet’ szdrai kozt esd korivet azon kéirbél,
mellynek kozéppontja a’ szoglet’ hegyiben esik. Es(gy
mindegy, akir valamelly szogletnek, — akér az azon
szoglelet mérd korivnek figgvényét emlitsik. —
Azonban, mivel valamelly szogletnek hegyibdl, mint
kizéppontbol , sok kiilonbozd nagysigu koroket lehet
irni, mellyek kozil akdrmellyikbol azon koriv, melly o’
szoglet’ szdrai kozt esik, mértéke azon szogletnel, —
mint a’ ‘vonaltanban taniltuk, —mert mindazon kirdk,
és azoknak sugdrai egymdssal ardnyosak: innen va-
lamelly szigletnek, vagyis azt mérd korivnek figg-
vényei, kiilonbozd hosszasigu vonalak lehetnek, a’ sze-
rint, a’ mint a’ mérd koriv' sugara hosszabb vagy ré-
yidebb. De ha az akdr hosszabb, akdr rovidebb sugdrt
egy megillapitott vallozhatlan szimmal fejezziils ki,
p. o. megtesszilk egy-nek , vagy tisesermillionak :

ehhezképest azutén valamelly fiiggvény, akdr hosszabb,
akér rovidebb vonal legyen, mindig ugyanazon szim-
mal fog kifejestetni. E’ szerint a’ figgvények mindig
szamokkal fejeztetnek ki, melly szdmok o’ fiiggvény~
nek a’ felvett korsugarhozi viszonyat mutatjdk.

5.§.

Tovabhéd hozzuk vissza emlékezetbe , mit a’ vonal-
tanban tanultunk , hogy valamelly saioglet’ vagy kir-
iv’ potlékdnak (complementum) neveztelik az, a’ mit
ehhez hozz4 kell tenni, vagy beldle elvenni, arra nézve,
hogy egyenes szbget, vagy 90 foknyi kirivet nyer-
jiink. igy p.o. (id. 1.) az ACD egyenesszg levén: az
ACM-nek potliéka az MCD szoglet , vagy az AM
korivnek potléka az MD, és viszont; — tovabbd az
ACM' szogletnek potléka a’ DCM',~vagy az ADM'kor-
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ivnek potléka a’ DM'. — Az egyenes szdgli A\ -ben
egyik hegyes szoglet potléka a’ mdsiknak. Altaliban
90° 4 g-nak potléka = F a; és ha a +b = 90", az a
és b egymdsnak kolessnosen potlékai. — gy 40 fok-
nyi szogletnek, vagy korivnek pétléka 50 foknyi, —
és 50 foknyinak 40 foknyi, ’sal. — A’ 90 foknyindl
nagyobb szbgleteknél miért neveztetik poétléknak az,
a’ mit bélole 90 fokig ki kell vonni: meg fogjuk érteni,
mihelyt litandjuk, hogy a' szigvonalakra nézve leg-
nagyobb igenleges szoglet az egyencs; ennél kisebbek
azok, vagyis szigvonalaik kisebbek azoknak, mellyek a’
90 fokon akar feliil, akdr aldl vannak. — Mér a’ pétlék
szbgletek’ vagy korivek’ fiiggvényei kolcsondsen egy-
méshoz képest pét-figgvényeknek neveztetnek.
Tovabbd valamelly szoglel’ vagy koriv' egéssi-
tdjének (supplementum) neveztetik az, a’ mit ehhez
hozz: kell adni, vagy téle el kell venni, a' végre, hogy
két egyenes-sziget, vagy félkoriletet =— {180 fokot
nyerjink. Igy p. o. az ACM’ szogletnek egészitbje
M'CB, és viszont, -— vagy az ADM' korivnek egészi-
toje M'B, és viszont; — igy az ADBN’ kirivnek egé-
szitdje BN'. Altaliban 180° + g-nek egészitdje —Fg;
és ha g+d =180°: gy g és d egymésnak kolcso-

nosen egészitdi. — [gy barmelly sikhédromszogben egy

szoglet, a’ masik’ kettd’ 6sszegének egészitbje.

Ha az AB-vel egykbaileg hizatik MM': az AM
és BM' korivek egvenldk : és mivel az AM’ és AM két
korivek' Osszege -~ 180" : tehit ezek egymdsnak
egészildi.

6 §.
Héromszigtani figgvények, vagy szogvonalek e’
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kovetkezok : kebel*) (sinus), érintd (tangens), sseld
(secans), vissds kebel (sinus versus), tovibbd: pétkebel
(cosinus), pdtérinté (colangens), pdisseld (cose-
cans), polviszdskebel (cosinus versus). Lissuk ezeket
renddel. :

I. Kebel (sinus) nem egyéh, mint « sziglet’ egyik
sasdrdrol, & mdsik ssdrdra, vagy ha tompa @ sz0g-
let , amnak megnyujloit szdrdra eresstett figgony,
mellynek hossza, a’ leeresalés’ pontjin, a’ szoglet’
hegyibdl , mint kizéppontbol korillirhalé kér’ nagysd-
gitol fiigg, ’s mellynek szimokkal kifejezendé mennyi-
sége, az emlitett kor’ sugardhoz, mint egységhes vi-
szonyittatik. Esigy akdrhol eresztessék le a’ szoglet’
szdrdrol, mindegy; mert a’ kiilonbozd fiiggényoknek
a’ kiilonbozd sugarakhozi viszonya ugyanaz leend. —
A’ szogletet mérd korivhex képest pedig o’ kebel igy
hatdroztatik meg : @’ kebel nem egyéb, mint « Foré’
egyik végponljdrdl, « mdsik végpon(jira hizhaté dt-
mérdre leeresstett figgony. Innen litnivald, hogy as
egymdst 180 fokra egéssild szigletelnek vagy korévek—
nek ugyanason keblok van. P (id. 1.) az ACM sziglet-
nek, vagy AM korivnek keble az MP vonal; — a’ BCM
szogletnek, vagy BDM korivnek is, (melly az eldbbinek
egésziloje) keble ugyanazon MP; — az ADM' koriv-
nek is, melly hasonlolag egészitdje az AM-nek, keble
az MP — M'P‘. — Igy az ADBN' korivnek , mellynek
nemleges egészitdje az AM, keble ugyanaz, a' mi az

®) A’ sinus-nak kebel magyer nevél, mivel mar divatba jott, (verba
valent sicut numi), én is megtartom, — bir az egészen helytelen;
mert a’ haromszoglani sinus =s, ins. == semi ioscripta; s igy
épen nem o' latin 526 sinus = kebel.
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AM-nek, t.i. MP == NP4 - Végre az AMDBD'N kor-
ivnek is, az adolt halirozat szerint, keble =NP = MP,

Jegyezziik meg azt is, hogy valamelly ssoglet’ vagy
koriv’ keble nem egyéb , mint kélakkora koriv® himjdnal:
fele. Ugyanis MP kebel, fele az MN-hirnak, és MA
koriv, fele az MAN-nek; mert a’ kér’ kozéppontjébol
a’ hirra fiiggblegesen izott vonal, mind a’ hirt, mind
a’ kivrivet kél egyenld részre oszija.

A’ keblek a' szogletekkel, vagy kirivekkel egyiitt
novekednek, bdarha nem ardnyosan, egész az egyenes—
szog’, vagy 90 foknyi koriv’ kebléig, melly = korsugdr
== R. A’ tompa szigletek’ keblei anndl kisebbek, minél
Inagyobb a’ tompa szoglel; mert minden tompa szog-
e’ keble épen az, mi az Gtet 180 fokra egészitd he-
gyes szdgleté. — Az egyenesszig’ keblél, vagyis a’
korsugdrt, mivel a' tébbiek ennél mind kisebbek, ’s
ernek részei, nevezik egész kebelnek (sinus totus). Ha
ezt megtesszilk egynel = 1: ugy a’ tobbi kebleket
tortszdmokkal lehet kifejezni. Ia pedig az egész ke-
belt valami nagy szémmal fejezzik ki, p. o. fizezer—
millioval, — azaz képzeljiik annyi egyenld részekre
eloszlaini: gy a' tobbi keblcket, — sit dltaldban a’
tobbi szogvonalakat is, — épszamokkal fejezhetjik ki, —
mellyek azt mutatjék, hogy azokban eunyi vagy amannyi
akkora részek laldllainak, o' mekkora az egéss ke-
belben tizezermillio van.

2) Valamelly szdglet’, vagy az azt mérd koriv’ érintd-
jének (langens) nevezlelik azon vonal, melly o
koriv’ egyik végponljdra hizhatd dimérdre figgbleges,
— @& korivet egy pontban érinti, és a' koriv’ mdsik
végpontjdn keresstil hisott 's megnyujtotl dimérd dital
hatdrostatik. gy (id. 1.) az ACM szoglet’ vogy AM
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koriv' érintdje az AT, — o’ BDM korivé is az AT,— az
ADM korivé is az AT, — az ADBN’ korivé is az AT,
— az ADBN N korivé is az AT = AT', mint ez az
é:intd’ adolt hatdrozatdbsl konnyen stlathate.

3) Szeldnek (secans) neveutelik azon vonal, melly
@ kor’ koséppontjabol, « kiriv' felsd pontjan keresstdl
hitzatodn , as érinté hosszdt meghatdrossa; — vagy
feszes-oldala azon egyenes—szigii haromszignek, melly~
nek egyik mellékoldala korsugdr, vagy egész kebel, —
mésik pedig érintd. Igy az AM, AMDM'N‘, ADM’,
ADM BD'N koriveknek szelojok a’ CT = CT". _

4) Vissds-kebel-nek (sinus versus) nevezlelik az
dtmérd’ azon része, melly a’ koriv’ alsé pontjétél a’
-kebelig nyiilik, p. 0. az AM és ADBD'N korivek’ vi-
szdskeblik az AP, — az ADM' és ADBN’ koriveké
pedig az AP’. — Egyébarént a’ viszds kebel nem nagy
figyelmet érdemel.

5) Valamelly sziglet’ vegy koriv’ pdtkeble, poté—
rintdje, polszeldje, potvissdskeble (cosinrs, cotangens,
cosecans, cosinus versus), mint fen'ebb is mondiak,
nem egvéb, mint az azon szigletet, vagy korivet
90 fokra p6il6 sziglelnek, vagy kérivnek keble , érin-
tbje, szeldje, viszds-keble. Igy, mivel az MD koriv az
AM-nek pétiéka: tehdt az MQ vonal, melly az. MD-nek
keble, az A M-nek potkeble, - és viszont, az MP, melly
az AM koriv’ keble, az MD-nek pitkeble. — A’ DS,
melly a> DM-nek érintoje, az AM-nek poétérintdje ; —
o' CS, melly a' DM-nek szeléje, az AM-nek pitsze-
l6je:  és a’ DQ, melly a° DM-nek viszds-keble, az
AM-rek polviszas keble, — és viszontag. :

E’ szerint, ha az AM korivet A-nak, a' DM-et
B-nek nevezzik : lesz:
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kebel. A = MP = pdtk. B.
kebel. B == MQ = potk. A.
érint. A = AT == potér. B.
érint. B = DS = potér. A.
sselo. A = CT = potss B.
szeld. B = CS = potss. A.
viss. keb. A = AP = potviss.k. B.
viss. ket. B = DQ = potvisz.k. A.

Akédrmelly szogletnek vagy korivnek pétkeble ugyan
sajillag az  potszogletének vagy potkorivénck keble:
de a’ helyett lehet venni a’ sziglet’ alsé szdrdbdl, a’
kozépponttol a’ kebelig esd részt, p. o. az ACM szoglet’
pétkeble ugyan sajitlag az MQ, de az heiyett lehet venni
a’ CP-t, merl MQ = CP, egykoziiek kozt egykoziiek.

7.8

Képzeljik a' CM sugért (id. 1.) a’ C pont koriil
mozoghaténak, és tegyiik fel, hogy lassanként kizeled-
nék a’ CA sugir felé : ez dltal, valamint az ACM sz6g-
let és AM koriv, tigy az azokat illetd kebel, érintd és
szeld is kisebbekké lesznek, — ellenben a’ pétkebel,
potérintd ,. és pétszelohova tovibb nagyobbodnak. Mi-
dén az M pont az A pontot elfedi: akkor a' koriv és
szoglet semmikké lesznek, — valamint a’ kebel is, —
ellenben a’ pétkebel lesz = sugdr = R ; az érintd lesz
— 0 = semmi; — a’ potérintd egykoziivé lesz a’
sugdrral, ésigy annak folytatdsa dltal soha nem metszet-
hetik, tehdt lesz végetlen==co; — a’ szeld egyenld lesz
a’ sugdrral =R; — a’ polszeld lesz végetlen —oo. —
Ezck szerint : :

keb. 0=0,........ potkeb. o =R
érint.o=0,........ potérint. 0 =
sseld o=R,........ polss. 0 = o0
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Tovabbé tegyiik fel , hogy az M pont, menvén az
A-t6l felfelé, az AD koriv’ kozepén megdllana: ekkor
az AM és MD korivek egyenldk , ’s mindenik = 45°
lenne; és az MPC hdromszig egyenes-szigii egyen-—
széri levén, bemne illy egyenlet dll:

ezen egyenletet sokszorozokra fejivén :

1 x MC’ =2 x NP} ,
innen ardny lesz:

MC’: MP° = 2: 1
gyokeret vévén:

MC: MP = V2: 1
vagy : R: keb. 45° = VOXE | ik

Rx1 Rx1xV2
innen : keb. 45" = x-_— == —>—<—_——’r
v Vax V2
‘vagy: keb. 45" — R x V2
9 ?
és @’ sugdrt = R-et 1-nek tévén, — ’s hdrom tizedes
tort-jegygyel megelégedvén :
keb. 450 — 1 V2 — 0,707.*

E’ szerint az MPC egyenesszog'i egyenszdri hirom-
sziig® minden részei ismeretesek. Mert MC =1, MP =
1‘,*/ :&_, PC=MP = 1V 2; szbgletei kozil egy egye-
nes, a’ tobbi 45 — 45 foknyi. — Hasonléul a’ TAC
hdromszoghen minden szigletek egyenldk az MPC
hédromszog’ megfeleld szigleteivel ;  az oldalok pedig
AT és AC egyenlok, s mindenik = R = 1. Innen

orF =12+ {7=2
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gt 0T, = \/f
azaz érint. 45 = R = |

sseld. 45° = V2.

Tovabba képzeljiik, hogy az M pont folytassa moz—
gdsdt: midon a’ D ponira jut, akkor az dltala leirott
koriv lesz = 909, — és ekkor a’ kebel lesz sugdr, —
a’ pétkebel = semmi, — az €rintd, melly sebesen ndtt,
itt egykoziivé lett a’ CD sugidrral, ’s ennek folylatdsa
dltal soha sem vigathalvin, lesz = végetlen, E' szerint

keh.: 90% =R . .%.. .. pitk. 90° = o

érinb. 900 =00 . tuisd 0 ee « potér. 90° == o

§2010:90% == 00, 10 & Ha: s 018 potsz. 90° =R
8. §.

~ Ha az M pont, (id. 1.) mozgdsdban eljut az M'~ig : a’
koriv nagyobb lesz 83" -nil, — ennek keble M'P’, melly
az AM'~et egészitd BM' korivnek is keb'e. 'S igy, mint
mdr mondénk, az egymést kolesonosen egészitd két kori-
vek’ keble ugyanaz. Es mivel M'B = AM : tehit az AM'
koriv’ keble ugyanaz, a’ mi az AM-mé=— MP. — To-
vabbd az ADM' koriv pétheble — P‘C, ugyanaz, a’ mi
a’ BM/ korivé, — egyenld a’ CP~vel, t. i. az AM koriv’
poétkeblével ; de mivel az ellenkezd oldalon esik, ennek
kijelentésére nemleges (—) jegy tétetik elibe ; gy hogy
dltaldban valamelly koréo potkeble épen as, @ mi as
ezen korivet 180 fokra egészild koriv’ potheble , de
nemlegesen véve.

Hogy ezt dtlathatobba tegyiik, a’ kiriv' kezdopontja
legyen mindig az A-nil, ‘s nevezziik az AM (viltozé
nagységi) korivel A-nak. Mar dll ez:
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AP = R — pétkeb. A.

Ezen képlet kifejezi az A pontnak a’ kebel’ alsé pont-
jitoli tavolsdgdt, akirmekkora legyen az AM koriv.
Msr ha az M pont az M'-re megy, ugyhogy AM koriv
AM'-mé nd, s ezt nevezzik A-nak: most is

AP/ = R — pdtk. A,

— AP’ = — R —+ pétk. A,

p6tk. A=R — AP'= AC — AP'=~— CP’,

tehdt az AM’ koriv® potkeble nemleges.
Altaldban ebben megegyeztek a’ mértandrok, hogy

@ DD’ dtmérd mellett-balrdl esé potkeblek igenlegesek,
@’ jobbrol es6k pedig, amazokhos képest, nemlegesek,
tovdbbd hogy as AB dimérd felett esd keblek igenlege~
sek, — as alatta esok pedig, amazokhos képest, nem—

legesek.
Hasonloul az AM' korévre nézve as érintl és pbté~

rinld nemlegesek.

Végre ha a' CM sugér folylatvdn mozgdsit, M
végpontjival a’ B pontra jut: itt a’ keblek és érintdk
fogydogdlvdn, a’ pétkeblek és potérinték pedig ndve-
kedvén, lesz:

keb. 180° = o,

pétkeb. 180° — — R,

érintd 180" = — o

pétér. 180° = — co.
9. 8.

A’ félkornél nagyobb mértékii szogletek® sz0gvo-
nalai ritkdn jdnek ugyan eld: de .mégis ldssunk rélok
valamit. e =

Ha az M pont az N'-hez jut: akkor az AMDM‘BN’,
koriv nagyobb 180 foknyindl ; ennek keble NP’ pot-
keble CP’. A’ mint kozeledik az N’ pont &' D’ ponthos :
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ahhoz képest n6 a” kebel, — ellenben fogy a’ pétkebel,
— és ezon vonalak mindkelten nemlegesek. — A’ D’
pontndl, hol az ADBD' kériv = § koriilet, = 270 fok,
a’ kebel = — R, a’ potkebel = o.

Végre a’ D' ponttél az A-ig, a' kebel p, 0. PN
mindig az AB dtmérd alalt van, — ésigy mindig
nemleges, és mindig fogyatkozik; ellenben a’ pét-
kebel, p o. CP visszatért a’ DD’ atmérd’ balolda-
ldra, ’s igy igenleges, 's mindig novekszik egész az A
pontig. Az A pontndl: kebel 360° = o, pdtkeb 360°
= —+R.

MASODIK CZIKKELY.

A’ hdromssogtani figgoények’ , vagy ssigvonalak’ kike~
reséserdl, ’s kissdmitdsardl.

10. §.

A’ kebel’ és potkebel’ négylegeik’ Osszsege annyi,
mint o’ sugdr’ vagy egéss kebel’ négylege,

Ugyanis az MPC héromszigben :

MP® -+ PQ’ = MC’,

vagy az AM korivet A~val, az MC sugdrt pedig R-rel
fejezvén ki :
(i, R keb.’A + potk.*A = R*.

Ezen egyenletbdl folyik hogy :

kob A —-+ V/iRe potk.*A

potk. A = + VR — keb’A
Innen ldtnivalé hogy, ha valamelly koriv* keble kiadatik,
abbdl annak potkeblét ki lehet szamitni, és viszont.— A’
kettds jegyek (+) ezen képletekben asért tétettek, mert

i
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ugyanazon kebel, p. o. MP (id. 1.) két korivnek, AM,
és AM’ felel meg, mellyeknek pdtkeblei, CP és CP‘
egyehlbk, de ellenkezd jegyiiek. Hasonléul a* CP, pét-
keble az AM és AN koriveknek, de ellenkez6 je—
gyekkel ; melly kiriveknek kebleil is, MP és PN egyen-
16k, de ellenkezd jegyiiek.

11. §.

Ismeroén valamelly A koriv’ keblét és pothkeblél :
meglaldlhalni annak érintdjét, szeldjét, potérintdjél,
potszeldjét.

Ugyanis : mivel (id 2.) a> CAT és CMP harom-
szigek hasonlok : azokban illy ardnyok dllanak :

CP: CA=PM:AT,.......potk. A:R keb. A:ér.A

CP: CA=CM:CT,....2.: potk. A:R=R: szel. A
Hasonléul a’ CQM és CDS héromszogek hasonldk

levén, illy arényokat adnak :

CQ:CD=QM:DS,...... keb. A R=pétk. A : potér. A.

’ vagy:

CQ:CD=CM: CS,...... keb. A: R = R: pétszel. A.
Ezen négy ardnyokbdl e’ kivetkezd négy képletet

lehet lehozni.

[ R X keb. A«
érinté A = étk A
R2
sseld A— ————
(P) it Pétk. A
o ‘R pétkeb. A
P A keb. A
R2
PO A -+ R TR
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Ezen képletek’ segitségével, barmelly kirivre
nézve, mellynek keble és pétkeble kiadatik, a’ o—t6l
a’ 360" —ig, minden hdromszigtani figgvényeket, vagy
szogvonalakal , mind értékeikre, mind jegyeikre nézve,

ki lehet keresni.
12. §.

 Létank a’ 10. és 11-dik §-ban, hogy ezen hét
mennyiséget illetdleg: R, keb.A, pitkeb.A, érinto.
A, potér.A, szelbA, potsz.A, az (0) és (P)
alatti képletekben 6t egyenletet birunk. Innen latnivald,
hogy ha ezen hét mennyiségek kozil kettdé kiadatik :
a’ tobbi 66t kikereshetjiik. Lassunk a’ lehetd mddositi~
sok ’s dsszeillesztések koziil esak néhdnyat, — mely-
lyekre netaldn sziikségiink lesz.

1) Ha a’ (P) alatti elso egyenletbol a’ keb. A’ ér~
tékét — érint.A X poth.A ,2az (0) képletben he-

R

ljettesitjiik: lesz
érint.’A < potk. A
R:
fnnen: ér. A X potk.”A —+ pﬁz,\ X R2’=R!
innen: (R? —+ ér."A) X polk.’A = R

—+ paizA == R?,

& R*
innen: R® =+ érint.” A — m“
Azonban mivel (P) alatti ‘masodik egyenlet szerint:
R?2
szeld A =p_(5tk_A)’ tehat
A R1
szeld. A =—-=—=
potk. A -

innen: R2 <+ érint.”A = szeld. A.
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Ezen képlet’ helyes volta nyilvan van a’ CAT egyenes-
szogii hdromszogben (id 3), mellyben
AC’ + AT’ = CT’, vagy sbht.
2) Hasonléul a CDS héromszighen :
CD* + DS* = (8,
vagy: R® + pdtér A = potszel ’A.
3) Ha a' (P) alatli egyenletek kiziil az elsst és

harmadikat egyméssal sokszorozzuk , lesz:
ér. A X potér. A = R?* X keb. A x pitk A
potk. A X keb. A,

vagy: ér. A X potér. A = R*

potér. A
: R®
e s Ry ér. A.
Ugyanezen képletet mas akdrmelly korivre — mellyet

nevezziink B-nek — alkalmazhatjuk , s 12sz:
2 2

innen: érint. A ==

» és: potér. B. == ;——B-’

¢ R? PE
innen: ér. A: ér'B=pdtér. A* pler. B,
és (Szdmtan. 140 § szerint):
ér. A: ér. B = pétér. B: potér. A.
Honnan ldtnivald, hogy két kirivek’ érintdi, ugyanasok—
nak polérinidivel fondk viszonyban vannak.

13.§.
Alkalmassuk &’ (P) alati képleteket o' 30 foknys

koriv' figgoényeinek kikeresésére.
Mivel a’ korsugdrt — R-et, a’ korilletre, mint hirt,

6-szor lehet letenni, ~— és igy az, mint hir 360 ==
&

it potér. B.
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60 foknyi korivnek felel meg; a’ kebel pedig nem
egyéb, mint két akkora koriv’ hirjénak fele: innen
létnivalé , hogy 30 foknyi koriv’ keble = 1/, R ==
0,5, haR=1.

Hogy a’ tobbi figgvényeit megtaldlhassuk: ezen
értéket: keb. 800 = 0,5, az (0) és (P) alatti egyen—
letekben helyettesitsik, — megelégedvén most 3 ti-

zedes jegyekkel:
keb. 30° = pétk. 60° =1/, = 0, 500;

potk. 300 =keb.60°=\/ R? —keb.’ A — V1 — 1/,

) —_—._‘/23_.: 0,866

R.keb.30° i/ .v/3

i 0— & —_——— ==
érint. 30° = pétér. 60 pitk. 307 e
o :/‘;2 = J},‘ =0,577;

R.potk.30° V3
T keb. 800 =g s /2

=2V8 _ v3 —1,789;

potér. 30° = érint. 60° =

2
R N
300 == 600 — —— = — = 1,154;
52el6.30" =potsz.60 Dotk. 300 Ve
0 e 0 —_— — . .
pétszeld 30 szeld 60 keb. 30 2,000
14, §.

Adatedn két koriv’ keble, és potkeble: esen hét jq o
koriv’ osssegének , és killonbségének keblét, és potheb-
lét meglehet taldlni
Erre nézve a’ C kozéppontbél, CA sugdrral kirivet
171, Resz. Haromszoglan. 2
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irvdn, felveszink ezen egy darabot AB, mellyet je-
lenisen @4, — ismét mdsik darabot is BD, mellyet
jelentsen b; ha ezen BD = BM : igy az AD =a b,
—ésAM=a — b. ~ A’ B, M, és D pontokhol
eressziink fiiggdnyoket az AC sugérra, — hizzuk a’
CB sugdrt, és MD hirt. — A’ BE vonal, keble az
a korivnek, — a’ CE potkeble ugyanannak; — a’ DI
a' b korivnek keble, CI pétkeble ; a* DF azon két koriv’
(@ + b) vsszegének keble, CF pétkeble; — az MP,
keble a’ kiilonbségnek (a—b), — a’ CP pétkeble. Ezek
igy levén: miutan a’ két kilsn kérivek® (AB és BD)
keblei és potkeblei kiadatlak : meg kell laldlni ezek’
osszegének és kiilonbségének kebleit és potkebleit. —
Eressziik le az IK-t fiiggblegesen a° CA-ra, — és
hizzuk az IL és MG két vonalat figgdlegesen a’ DFre.
— Az MNI és ILD hédronszogek hasenldk levén, meg-
felelo oldalaik ardnyosok, ésigy valamint MI = ID:
igy IN = DL, és MN = IL. — Felvévén mdr az isme-
retien szogvonalakat : lesz:
DF = keb. (¢ + b) = IK + DL,
CF = pétkeb. (¢ + b) = CK — IL,
MP = keb. (¢ — b) = IK — DL,
CP = pitk. (6 — b) = CK —+ IL.
Mér o’ CBE és CIK hdromszigek hasonlok levén:
illy arényokal adnak :
CB : CI = BE : IK.
azaz: R : poltk.b=keb.a : IK;
és: CB : CI = CE : CK,
azaz: R : potk. by= pétk a : CK.
Hasenléul ° CBE és DIL héromszbgek‘ oldalai
egymésra, megleleldleg, figgdlegesek levén, illy
ardnyokat adnak:



HAROMSZOGTANI FUGGVENYEK' KIKERESESE. 19

CB : DI = BE : IL,
azaz. R : keb.b = keb. a : 1L;
és: CB : DI = CE : DL,
azaz: R : keb.b = pétks : DL.
Ezen négy ardnyokbdl, e’ kivetkezd négy egyen-
letek szdrmaznak :

keb @ < potk. b. keb. @ X keb. b
IK = R = R

CK— potk. @ - pétk. b keb b X potk. a
R R

A fentebbi klfejezetekben , — miszerint 1K + DL =
keb. (@ -+ b) sbt, ezen értékeket helyetiesitvén, —
kovetkezo képleteket birjul :

keb. a < pétk. b —+keb. b X pol.
(keb.(a-g-b): it A —; eb.b X pols.a
= otk. @ X pétk. & - keb.a < keb.
‘;pétk(a+b)= potk. a X potk.b -~ keb.a <keb. b
R
s % (a—by— Keb-axptk. b —keb.bxpitk.a
R
,pétk (6—b) = potk. a X potk. b+keb.a x keb. b.
| R

Ezek valinak a’ keresett képletek.

15. §.

Ha az elobbi §-ban a = b : az adott képletek illy
alakot 6ltenek'

(R) . A i R il ’
(pétk.za:_—. potk. a — keb. a.
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Ezen képletek’ segitségével, valaMly korionek ki~
adott keblébdl és potheblébol, o kétakkora koriv’
keblét és potheblét lehet megtaldlni.

16. §.

Miutdn tudjuk, hogy: potk’a = R? — keb.2 a,
~ és keb.? @ =R?* — pitk.? @ : ha a’ fentebbi i5. §-
ban a’ poth.2a’ kifejezetében , egyszer a’ poth.a,
maskor a’ keb.a helyell ezen értéket tessaiik , lesz :

R. pétk.2a — R* — 2 keb.2 a
R. pétk.2a = 2 pétk.’a — R2;
és innen :
keba = v 1, R? — 1, R. pétk. 2a.
pitk.a = v 1, R* 4~ 1, R. pétk. 2a.

Tegyiik fel, hogy 2a = A, inmen:a ="/, A,’s
e' szerint lesz :

e keb. Y2'A =V 1, R* — 1, R. pétk. A,

etk Vo A =V U, R* + 1, R. potk. A.

Ezen képletek’ segitségével , valamelly kbr(onek
friadatott keblébil és potkeblébdl, felényi koriv’ keb—
lét és potkeblét lehet meglaldini.

17. §.

Haaz (S) alatti képleteket négyleghatvinyra emel-
jilk , 's azokbdl a’ poth. A’ értékét kifejtjik, ismét
kiovetkezd 1j képleteket nyeriink: '

\pith. A — R — %keb"s 4 .
R
; 2pitk *V4A — R?
R

(T) -

' pélk. A =
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Ezen képletek’ segitségével ki lehet keresni vala-
melly kiriv’ potheblét , ha @ felényi koriv’ keble vagy
potkeble kiadatik.

18. §.

Az eddig eloadott alap-képleteket most mér szed-
jilk 0Ossze, ’s egyszeriisitsik az dltal, hogy mind-
ezeket ollyan korboli korivekre vitetenddknek tekintsiik,
mellynek sugara egység gyandnt vétetik. Ha tehdt
R=—=1, igy lesznek a’ képletek:

(1)..... keb. A =+ V1 _ poik? A,
(2)....potk. A =+ VT — eh A,
, keb. A g%

O T T R Ty §oide X
_ pétk.A A ol

@) PR = b s Tadeinki A,

5 [ S

(5)... sze == Dotk A.

(6)... potszeld A = VA

(7)..keb. (a+ b) = keb. a x pétk. b+ keb. b X pétk.a.
(8).. potk. (a4 b) = pétk.a X potk. b+ keb.a X keb. b.
(9)...keb. 2a = 2keb. a X pétk. a.
(10).. pétk. 2¢ — potk.* @ — keb* a.
(11)...keb. ", A — + m
2 !
(12).. 9tk /o A =+ VT = otk A
2
(13)... potk. A == 1—2 keb® !, A.
(14).. potk. A = 2 p6tk.> 1, A — 1,
(15). .. viszds kebel A ==1 — potk. A =2 keb? 1, A.
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De ha a’ sugdrt — R-et nem = 1-nek vessziik :
gy a’ fentebb lehozott képletek szerint, mindezekbe
az egyenletekbe bele ke!l joni az R-nek is. :

19. §.

Ha egy kornegyed® minden fokainak és perczeinek
szgvopalai ki volndnak szdmitva: akkor mdr a’ tobbi
kornegyedeket illeté sziogvonalak, — s egyszermind
minden pétszigvonalak is készen volndnak. Mert a’
tébbi kornegyedeken, a’ szogvonalak’ hossza épen az,
a’ mi az elson; - valamelly koriv’ pélszogvonala pe-
dig épen az, melly az let 90°-ra p6tlé koriv’ szog—
vonala, — p. 0. 25" keble épen az, a’ mi 65° pétkeble,
— és 65° keble épen az, a’ mi 25° pétkeble. — Azon~
ban azt is litdnk, hogy a’ sugdrbdl, ’s kebelbdl, és
pétkebelbdl a’ tobbi szogvonalakat mind ki lehet szd-
milni ; — ’s innen £ dolog &’ keblek’ és pdtkeblek’ ki-
szémitasa. — Ki is szdmiloltdk ezeket a’ mérlandrok; 's
rendbe osszeszedvén, az ezeket eldterjesztd lapokat
nevezik hdromssigtani figgvények’ tdbldinak (tabulac,
seu canones functionum trigonometricarum). Az illy-
nemii tibldkban, vagy 0°-16] 90’-ig vannak feltéve a’
figgvények, olly méddal , hogy két szemben esd lapok
kozil az egnkcn levd k6r(v, a’ mdsik lapon, egy
menetelben esd kérivnek pdtléka, p. o. egyik lapon a’
hol fekszik 20", a’ masik lapon, azzal egy mene- .
telben 70" esit, — ’'sigy dmbir mindeniknek csak
fiiggvényei vannak feltéve, de ha valamellyiknek pét-
figgvénye kivdntatik, azt a’ mdsiknak, t. i, a’ p6tlék-
korivnek figgvénye mutatja. — Vagy pedig 0°-t6l
45"-ig fel vannak téve mind a’ figgvények , mind &’
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pétfiiggvények, — de minden fok utdn, kiilon oszlop-
ban, feljegycztetnek a’ péilé korivek, mellyeknek a’
feltett fiiggvények pélfuggvényel, a’ feltett potfiigg-
vények pedig fiiggvényei.

Azonban mivel ' mértandrok leginkdbb csak a’
kebleknek, pétkebleknek , érintdknek s pétérintoknek
veszik hasznukat: tehdt a’ tablikban is csak ezek van-
nak, az eldadolt mddon, feltéve.

Mivel pedig a” liggvények nagy szdémok, 's szi-
mitdsuk logarithmusok' segitségével konunyebben megy:
innen a’ fiiggvények’ tabldiban, vagy a’ figgvények
mellé, kiilon oszlopban. a’ megfelelé logarithmusok is
feltetetnek ; — vagy pedig maguk a’ fiiggvények el is
mellbztetnek, ’s egyediil csak az azokat illetd logarith-
musok tetetnek fel

Nem akarvén itt hosszasan beszélnia’ logarithmusok’
haszndlatdrdl, melly a’ ssdmtanban el van adva; csak
ennyit jegyezziink meg, hogy ha a’ sugirt egynek
vessziik . R = 1 : gy ahhoz képést a’ keblek és pit-
keblek mindnydjan, — °’s az érintdknek és pdtérintdk-
nek is nagy részik, tortszimok, — ’s az ezeknek
megfeleld logarithmnsok nemlegesek lesznek. Mir
hogy a’ nemleges logarithmusokat elkeriiljék a’ mérta~
ndrok : erre nézve a’ fiiggvényi tébldkban, az R - tiz—
ezermillid-nak vétetik, mellynek logarithmusa = 10,
— s ezen lizezermillichoz képest a’ legkisebb figgvé-
nyek is épszimokkal fejeztelnek ki; azonban a’ sugdr-
hozi viszonyuk, akdr ama "tortszémoknak az 1-hez,
akdr emez épszdmoknak a’ tizezermillichoz , mindegy ;
gy hogy a’ tablikbani figgvényeket tetszés szerint
tekinthetjilk . akdr tizedes tortjegveknek , ha az R-et
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1-nek vessziilk, — akér épszdmoknak, ha R =
10,000-000,000.

Azonban a’ hdromszogtani — akdr figgvények’ ki-
keresését, akdr hdromszogek’ kifejtését illetdé — kép-
letek koriil, ha logarithmusokkal akarunk dolgozni,
vigydzni kell, hogy az R, vagyis annak logarithmusa =
10, ki ne maradjon; — ’s innen a’ figgvények’ ki-
keresését illetleg® nem a’ 18-§-ban egyszeriisitett,
hanem a fentebb kifejtett eredeti képletek szerint kell
dolgozni. p. o.
keb. A 1 R
potk. A. ~ potér. A, ~ polér.A-
logarithmusokkal lesz: ‘

log. érint. A = log. keb. A — log. pitk. A.
vagy: log. érint. A = 10 — log. pétér. A.
~ Hasonl6ul : tudvén, hogy keb. 20" = 0,34200 X R,
innen : log. keb. 20" = log. 0,34200 -+ log. R,
log. keb. 20" = — 0,4659739 —+ 10
log. keb. 20" = 9,5340261.

érint. A =

20. §.

Tudjuk a' vonaltanbél, hogy ha a’ kirsugdr = 1 :
akkor a’ koriilet = 6,2831852 . ...; innen a’ kirne-
gyed = 1,6707963...., — innen egy mdsodpercz~—
nyi koriv, t.i. 14 = 0,00000485 Az 1“-nyi koriv’
ezen értéke igen keveset kiilonboz az ezen 1“-nyi
koriv' kebléldl, tgy hogy egyiket 2’ masik helyelt
batran vehetjiik. Esigy keb.1” = 0,00000485. —
Mir o’ 18, §-ben adott képletek kozt &’ (2) szerint ki=
szdmithatni 8z 1/~nyi koriv’ pétkeblét, Tovibbd a’ (9)
és (10) képletek szerint, sorba ki lehet szdmitni a’ 2,
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4,8 16, 32, 64" Lkebleit és potkebleit. — To-
vibb4 ha 647 — a, 6s 4 = b:a" (7)és (8) képle-
tek’ masodik idoma szerint ki lehet szdmilni a* 60" ==
1'~nyi koriv’ keblét és patkeblét. Ezen két szdgvona-
lakkal épen olly miitételt vivén véghez, mint elobb az
1/-nyi-re nézve : kikereshetni az 1°, 2°, 4°, 8', 16",
32; 10", 20", 40°, sat. krivek’ kebleit és pétkeblei ;
— s konnyti dtldtni, hogy az eldudatt képletek’ kilon-
bzt médositasa s Osszeillesztése dltal, minden fokok~
nak, és elsd ’s masod perczeknek megfeleld kebleket és
potkebleket, °s azokbol a’ tobbi szogvonalakat is kike-
reshetni.

21. §.

Ha felyesszik a’ 14-dik §-ban lehozolt ezen kép-
leteket : '

R. keb. (@~ b) = keb. a X pétk.b —+ keb.bX pitk. a,
R. potk. (a~+h) = potk. a X potk.b — keb.a X keb. b,
R. keb.(a — b) = keb.a X pétk. b — keb. b X pétk. a«
R. pétk.(a — h) == pétk. aXpélk b ~-keb a X keb b;
’s ha ezeket pdronként, osszeadds, kivonds, sokszo-
rozés, elosztés dltal médositjuk: 24 véltozatok fognak
elddlini. Mi ezek kozil csak néhdny szikségesebbeket
emlitsiink meg.

1) Ha azelsot és harmedikat 6ssseadjuk : less :
keb. a X potk. b~ '/ R. keb. (a + b) + ' R. keb.
(a—b).

2) Ha as elsébél a* harmadikat kivonjuk : less :
keb. b X pitk. a == ', R. keb. (a + b) — ', R. keb.
(a—D).
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3) Ha a mdsodikat és negyediket ssseadjuk : less :
potk. a X pétk. b= 1/, R. potk. (a +b)--1, R pétk.
(a—D).

- 4) Ha & mdsodikal & negyedikbol kivonjul : less :
keb. a X keb b =1/, R. potk. (a — b) — /4 R. pétk.
(a—+Db).

Ezen képletek’ segitségével, tobb keblek’ és potkeb-
lek’ sokszorozmdnydt Gsszeqqé , vagy dsszeqét sokszo—
rozmdnynyd dtodliozlathalni.

22. §.

. Tovébbd ha ugyanazoh fentebbi képleteket egy-
mdssal pdronként eloszljuk, less:
keb. (a+b)  keb. a x pdtk. b +keb b x potk. a

potk. (a-_l_—b) potk.a X pétk. b F+ keb. a x keb. b °
vgyde: keb. (a+Db)  érintd (a+b)

— . == ; innen:
potk.(a-+ b) R
érint. (a +b) _ keb. a X pdtk. b. + keb. b X potk. a
R T potk.a X potk. b. F keb. a X keb. b.

Ha ezen egyenlet' hitulsé részének mind szamldldjat,

mind nevezdjét, pétk. a % pétk. b-vel eloszijuk , lesz:
keb. s keb. b ( _ keb. a keb b )
‘pétk a~ potk b ’ pélk a pétk b

keb. a  érint. a
vagy:mivel 1 = R, és m R

R
— R2(ér.a+ ér. b 'Sigy az eldbbi egyenlet:

‘érmt a-—l—érmt b) (R Cér.a ér. b 1 v:igy

R F ér.a % ér, b \
R? (ér. a F ér. b)

érinté (a + b) =
R* Fér.a - ér. b
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Ezen képlet segitségcvel , két koriv® osszegének , vagy
killonbségének érintdjét lehet megtaldlni, ha ason két
korivel® érintdi kilon kiadatvodl.

23. §.

Ha a’ 21-ik §-bani alapképleteket ismét eldvesz—
sziik, detigy, hogylegyena b  p, ésa—b = q,
—a'honnét (ezen két egyenlet 6sszeadatvén) lesz: a =
1V, (p~4q), és b=V, (p— q): ezekbdl ismét uj
képleteket lehet lehozni.

Jelesen:
1) Az elsét és harmadikat osszeadvdn :

keb. poikeb. g == keb. V3 (p-+9) X k. s (p — )
2) As elsébol @ harmadikat kivonodn :
keb.p —keb. ¢ = Bi keb. 1/3(p—q) X potk. V5 (p-';q) >
3) A’ mdsodikat és negyediket dsszeadvdn :
potk. p +pétk. q = ; potk. V. (p+q) X potk. |, (p—q)s
4) A’ mdsodikat @ negyedikbdl kivonvdn :
pétk. ¢ — pétk p :—_—% keb. 1. (p-+-q) X keb. Vs (p — q)

Eszen képleteket, két tagok’ egybefogdsdra hass-
ndlhatni.

24§
Ha az épen most lehozott képletek kozil az elsdt a’
misodikkal eloszljuk, — ’s el nem felejljiik, hogy

keb.
%- == érinld ; és hogy a' szdmtani szabdlyok szerint:

pot
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Ao d
T e g (o N tehdt lesz:

keb. p -+ keb. ¢ érint. '/, (p—4q)
keb p — keb. ¢~ érint. Vs (p — q).

Ha ezen egyenlet’ tagjaibol ardnyt csindlunk :
[keb p —+ keb, q] : [keb.p — keb.q]=[ér. V5 (p +q)] :
[ér. 'a (p — @)
Azaz: ICét koriv’ kebiének dsszege , gy van ugyanason
keblek’ killonbségéhes : @ mint van azon korivek’® féloss—
ssegének érinldje , @ korivek’ félkilonbségének érin-
téjéhes.

Végre , megjegyezvén, hogy: érint. R

R -~ potér,
elobbi mddon még kivetkezd képleteket lehet le-
hozni:
keb p + keb. ¢ érint. 1/, (p+ @) '

potk, p—+potk. q R <
keb. p +keb. B . potér 1o(p—q)
ptk. q — potk.p R i
keb.p — keb.q  érint V4 (p -~ @)
potk. p =4 pétk. q R t
keb. p — keb. q  pétér 15 (p 4+ @)
potk. ¢ — potk. p I

potk. p—+potk. q pétér. ¥, (p+q)

potk.q — pétk.p.  érint. 1, (p — Q)
melly képletekbdl ardnvok képeztelvén, ugyanannyi
allitményokat szélgdltatndnak.
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HARMADIK CZIKKELY.
A’ sikhdromszigek’ kifejtését illelé alaptételek.
25. §.

A’ sikhdéromszogek’ kifejtésére nézve, az eddig
mondottakon kivil, a’ kovetkezd ot alaptételeket ta-
nuljuk meg:

»Elsé alaptétel” : Minden egyenesszogid hdrom—
ssogben, az egéss kebel — R, vagy &’ figgoények’ tdb-
ldiban felvett sugdr, dgy van akdrmellyik hegyes
szdglet’ hebléhes: mint « fesses—oldal, & hkérdéses
hegyes szoglettel dtellenes mellékoldalhos.

" Vegyiik fel az FEC egyenes-szogii héromszoget
(id. 3). A’ C kozépponthdl, akdrmind sugdrral CA,
melly a’ tdbldkbani sugért = R-t mutassa, irjuk az
AM korivet; ’s - eressziik le az MP-t fiiggblegesen a’
CA-ra A’ CEF és CMP hasonlé haromszigekben illy
aranyok allnak .
CM:MP = CF: FE,

azaz: R: keb. ECF = CF: FE.

Est kellett megmutatni.

Ha meggondoljuk , hogy a’ mi az ECF szoglet’
keble, ugyanaz az az EFC-nek potkeble: az adottalap-
tétel mésként igy dll: o’ tdbldkbani sugdr dgy van va-
lamellyik hegyes ssoglet’ pothebléhes, mint @ feszes—
oldal’ & felvett hegyes szivglel mellett = feked mellékol-

dalhos.
26. §.

.~Masodik alaptélei. Bérmelly egyenesszogi hd—
romssogben dgy van o libldkbani~sugdr . vagy egdss

1d. 3.
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kebel , valamellyils hegyes sziglet’ érintdjéhes : mint o
 felvelt sziglet melletl esé mellékoldal, as esen sziglet-
tel dltalellenes mellékoldalhos.

1.3, Ugyanis emelvén az AM korivnek AT érintdjét
(id. 3): a’ CEF és CAT hasonlé haromszogekben illy
ardny 4ll:

CA : AT = CE: EF;
azaz: R : érint. ECF = CE : EF.
Ext kellett megmulatni.

Ha meggondoljult, hogy: érint. ECF == pitér.
EFC: a’ most adott alaptételt mdsksnt igy mondhatjuk :
as eqéss kebel, wgy van as egyik hegyes szoglet’ pot—
érintdjéhes , mint as ezen ssogletlel dltalellenes mellék-
oldal, & mellette fekvo mellékoldalhos.

_7. §.

. wHarmadik alaptétel.“ Bdrmelly sikhdromszogben,
o szogletek’ keblei dgy vannak eyymdshos , mint o
felvett szogletekkel dtellenes oldalok.

1 s Legyen A ABC (id 5.), — boesdssuk le a’ BD
figgonyt. Itt két eset lchet, t.i. vagy beldl esik a’
figgony a’ A\~ben, az AC oldalra, - vagy kivil a’
A -en, az AC oldal’ folytatdsdra.

Az elsd esetben, az ABD és BDC egyenes-szigil
héromszogek (a’ 25. §. szerint) illy ardnyokat adnak:
R : keb. A = AB : BD,
R : keb. C = BC : BD.
Mivel ezen két ardnyoknak szélsé tagjai ugyanazok :
tehdt illy ardny lesz belolok :
keb. A - keb. € = BC : AB.
Est kellett megmulatni.
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A’ mdsodik esetben , az ABD és BCD hdromszigek
ismét illy ardnyokat adnak :

R :keb. A = AB: BD
R : keb. BCD = BC : BD
’s innen:
keb. A : keb. BCD = BC : AB.
Azonban mivel a’ BCD  szogletnek potiéka az ACB :
tehat keb. BCD = keb. ACB, ’s ezt amaz helyelt te-
hetni. Esigy.:
keb. A : keb. C = BC : AB.
Ext kellett megrmulalni.

28. §.

Negyedik alaptétel Bdrmelly sikhdromssogben,
két oldalok’ osszege, dgy van ugyanasoknak kilonbsé~
géhes : mint & felvell oldalokkal dltalellenes két szog—
leteld’ félisssegének érintdje , ugyanason ssogletek’ fél-
killonbségének érintdjéhes.

Ugyanis: a’ harmadik alaptétel szerint

keb. A : keb. C = BC : AB.
Azonban, a’ szdmtani szabélyok szerint, bdrmelly
ardnyban a’ két elso tagok’ dsszege, ligy van ugyan-
azok’ kiillonbségéhez, mint a’ két utolsé tagok’ dsszege,
ugyanazok’ kiilonbségéhez. E’ szerint:
keb A + keb.C:keb. A - keb.C=BC +AB:BC~— AB:

igyde a’ 24. §-ban megmutatink, hogy :

keb. A -~ keb. C : keb. A — keb. C = »
érint. ', (A=+C): ér. 14 (A — C).
innen:

BC - AB:BC— AB==érint., (A-+C): érint. /s (A—C).
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29. §.

,,0tadik  alaptétel” Bdrmelly sékhdromszigben,
valamelly ssiglet’ potkeble annyi , mint ha esen szdg—
letet bezdro két oldalok’ négylegeinek osszeqébdl, az
dtellenes oldal’ négylege kivonatvdn, ezen maradék o
sugdrral sokszoroztalik, és a' ssogletet bezdro kél
oldalok’ sokszorozmdnydnak Lettdzetével elosztatik.

Ugyanis: legyen (id. 5.) A ABC, mellyben a’ BD
fiiggony az AC oldalra ereszletik. — A’ hajlotiszégii
hiromszogekre nézve a’ tértanban megmutattuk, hogy:

BA* = BC® + CA? + 2 CA x CD,
a’ kettos (4) jegyek kozil a’ (+) azon eselre tartoz-
vin, midén a’ figgony a’ hdromszogen kiviil esik, —
a’ (—) pedig arra, midén beldl esik. A

Vegyiik a’ CD darabvonal’ hédromszogtani értekét a’
CBD egyenes-szigii héromszogben; lesz (25. §. sze-
rint): CD CB X pitk. C. Ezen értéket az elobbi

R
egyenletben helyettesitvén, lesz:
R )

és a’ pdtk. C értekét kifej'tvén, lesz:
pétk. C — + R (AC? + BC® — AB")
-2 AC x BC '

E.t kellelt megmutatni.
Ezen képlet hasznéltatik azon esetben , middn ki-

adatvan a’ hdromszog mind hdrom oldala, egy sziglet
kerestetik. — Az egyenlet mésodik része elott a’ kel-
tos jegyet megtariani nem szilkség, — mert a’ szdmi-
tdsban nyilvén van, hogy a’ C sziglet hegyes-e, vagy
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tompa, — ésigy pétkeble igenleges-e, vagy nem-
leges ?

Ha valamel'y sikhdromszigben, az A, B, C szig-
letekkel dtellenes oldalokat, megfeleldleg, a, b, c-nek
nevezzik ; az imént adott alaptételt mind a’ hdrom
szogletre alkalmazvin, kovetkezd 3 egyenletet nye-
riink :

R (b2 + ¢* — a%)

potk. A = 2bo :
R (a% 4=¢*> — b?)
potk. Bv == o .
o RAe3 = b o),

potk. C = 22D

Mivel ilt @’ hdromszog® hat részeire: A, B, C, és a,
b, ¢, hirom egyenlet van: ldtnivalé, hogy csupdn
ezen 3 egyenlet is elégséges volna arra, hogy, ki-
adatvdan a’ hdromszog’ bérmellyik 3 része, a’ tobbi
3-mat kikereshessiik.

30 §.

Midén valamelly képletet, a’ hdromszog’ valamelly
részének kiszdmitisa végett feldllitunk : igen helyes azt
olly alakba venni, hogy red a’ logarithmusokat kénnyen
alkalmazhassuk, t. i. hogy szdmitds kizben ne kényte-
lenittessink logarithmusokrél csupa szdmokra, majd
ezekrol amazokra visszatérni, — hanem az cgész szd-
mitds logarithmusokkal torténhessék. E’ czélt elérhet-
jiik, a’legkdzelebb lehozott képleleket illetdleg, ha pél-
daul egygyel koziilok ezt cselekessziik :

R (b24-c* — a’)
2be

Legyen: pétk. A —
vagy haR = 1:

III. Résx, Hdromszaglan. 3
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b* 4 ¢ — a2
oth A —= —MM———
et 2bo
Ezen egyenlet’ mindenik részét vonjuk ki 1-bol :
b? 4 ¢* — a*
£ SR g va
1 — pbtk. A =1 9be , vagy
2bc — b* — ¢*+a?
— = 3t ¥ X)
1 — pétk. A 2be (

ﬁgyde a’ 18. §. (13) szerint:

potk. A = 1—2 keb.? 1/, A,
ha ezen egyenlet’ mindkét részét klvonjuk 1-bol :

1 —pétk. A = 1—1 + 2 keb.2 1/, A
vagy: 1— pétk. A = 2keb? 1L A .. ..... visieikS)
Az (x) és (z) egyenletek’ elsé részei ugyanazok levén,
az utolsdkat tegyiik egyenlethe :

2bc —b* — c?f-a? & —(b—c¢)?

2keb.? 1/2 A = %be = 2be ’
kovetkezbleg : . -
R (a+b—c). (a-—b+c).

4be

Es most legyen a—+b —+ ¢ = 2s; ¢’ szerint lesz (a +
b—¢)=25—2¢, —és(a—b-4c)=2s —2b, —
’s e’ szerint az elobbi képlet igy lesz :

(25— 2¢) . (2s —2b)

keb.2 ]/'3 A= abe H
4s? — 4sc — 4bs -+ 4be
i 2 et 5
vagy: keb.?'/, A = 1he :
s? — sc — sb + be
vagy: keb.2 ', A = - 5
—c) . (s—=b
vagy: keb.i )/’A _ (_s_i)_—(.s___);

be
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végre: keb. VoA = \/(—5~c) . (s—b)
be

log.(s—c)—+log. (s—b)——logbc.
2

*  Ezen képletet mind lehozni, mind meglartani igen

konnyii; — s ha ennek segitségével, (az s jelentvén

a’ hdrom kiadott oldalok’ félosszegét) akdrmelly kereselt

© szoglet’ felét megtaldljuk, anmak kettdzele lesz o

kereselt szdglet.

NEGYEDIK CZIKKELY,
A’ sikhdromszogek’ kifejtésérol.

vagy :log. keb. 1,A =

A) Egyenes—szogit sikhdromszogek’ kifejtése.

Legyen akdrmelly kifejtendd egyenes-szogii hi~
romszoghen az egyenes-szig = A, a’ két hegyesek
= B és C: a’ feszes-oldal (hypotenusa) ==h, — a’ B
szoglettel dtellenes oldal = b, — a’ ¢ sziglettel itel-
lenes oldal = c. Ezeket igy elnevezvén : az egyenes-
szogii haromszogek’ kifejtését illetd minden esetel, e’
kovetkezd négy feladatban kimerithetok.

31. §.
1-s0 feladat: Adatedn « fesses-oldal=h, és @’ b
oldal : meglaldlni & hdromsziog’ tobbi résseit.
A’ B szigletet megtaldljuk igy:
R xb
h:b= R: keb. B, énnen : keb. B = Py
vagy: log. keb. B = 10 +~ log. b — log. h.
Ezen egyenleten kijo a’ B szoglet’ keble, vagy keb-
lének logarithmusa: s a’ fiiggvényi ldbldkban azt fel-
3 *
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keresvén, — mellette taliljuk a’ B szogletet — Ha
a’ B szogletet tudjuk : a’ ¢ onkényt tudatik , mert C =
90° — B. -

A’ ¢ oldalt megtaldljuk igy :
h X keb. €

B. 2

vagy: log. ¢ = log. h -4 log. keb. C — 10.
Ezen egyenleten kijo a’ ¢ oldal,, vagy, ha logarithmu-
sokkal dolgozunk, annak logarithmusa, -- mellyet a’
logarithmusi tablakban folkeresvén, a’ mellette 4ll6 szdm
mutatja a’ ¢ oldal’ hosszat. _

A’ kivetkezd feladatokban a’ logarithmusokkali ki-
fejezést tegye fel maga a’ tanuld.

32. §.

II-dik feladat: Adatvdn o b és ¢ mellékoldalok o
hdromszog’ tobbi részeit megtaldini.
Illy ardnyok ’s egyenletek allnal :

R: keb. C = h:c, innen: ¢ =

R .
b: ¢ = R: érint. C, innen: érint. C = ;(c
B =90"—-C
4 g RXxec
R:keb. C =h:c, innen:..... = Teb. ¢
83. §.

HI-dik feladat. Adalvdn @ feszes oldal = h, és a’
B szoglet : &’ hdromszsog’ (obbi részeit megtaldlni.
Megtaldljuk a’ C-t, c~t és b-t, illy médon:
C=90" — B,
keb. C X h

R: keb. C=h:c, innen: c = G VR
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keb. B x h

R:keb. B=h:b, innen: b = R

34. §.

IV-dik feladat. Adatvdn @ b oldal, és C ssiglet:
a’ hdromszsog’ tobbi részeit megtaldlni.
Itt is hasonldlag:

B=90"—C

V. AP Iy Rxb

R: keb. B="h: Db, innen: h_keb,B
h X keb. C
R:keb. C =h:c.....s c=——><—l-{e———-

B) Hajlottszigd sikhdromssogek’ kifejtese.
| Legyenek A, B, C, bérmelly felvett hdromszig’
3 szogletei, — ésa,b, c, az azokkal megfeleldleg
dtellenes oldalok. Ez igy levén: a’ kifejtés’ lehetd
minden eseteit e’ kivetkezd négy feladatra vihetni.

35. §

I-s0 feladal. Adatvdn as a oldal, és két ssogletek,
A és C: megtaldlni & hdromszog’ tobbi részeil.

A’ B szigletet megtaléljuk , ha a’ kiadott két szog-
let’ Gsszegét 180°-bdl kivonjuk, —
B=180 — (A+C)
A’ b és ¢ oldalokat igy taldljuk meg : _
a X keb. B

keb. A
a X keb. C

i keb. A.

keb A:a= keb.B: b, innen: b =

Keb.A:a=keb.C:¢c...:".
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36. §.

1I-dik feladat. Adatvdn as a és b oldalok, és as a
oldallal dltalellenes A szoglet: o tobbi résseket meg—
taldlni.

A’ B szogletre nézve ezt legyiik :

keb. A: a = keb. B: b

b X keb A
a
A’ C szoglet’ értéke ez: C = 180" — (A -+ B).
A’ ¢ oldalt igy taldljuk meg:
_ keb. A: a=keb. C: ¢
a X keb. C
keb. A.

innen: keb. B =

innen : ¢ =

37. §.

I1-dik feladat. Adatvdn az A sziglet, ’s as est
képzd két oldalok b, és c: o tobbi részeket megtaldlni.

Itt alkalmazzuk a' 28. §-ban lehozott alaptételt,
miszerint : az adott szigletet bezdré Lét oldalok’ Gsz—-
szege, Ugy van ugyanezeknek kiilonbségéhez : mint a’
két ismeretlen szogletek’ félosszegének érintdje, ngyan-
ezen szigletek’ félkiilonbségének érintdjéhez. Kovet-
kezbleg :

b-+c: b—c==¢érint.} (B+C): érint. } (B—C).
Innen a’ 4-dik tag’ értéke lesz :
(b—¢) X érint, } (B+-C)
b+c

Vegyiik tehdt eldbb a' két ismerellen szoglet' fél-

érint. } (B—C) =
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180 — A
osszegét, melly == AT tovabbd ugyanazoknak

félkiilinbségét, az épen most adolt egyenleten megta—
laljuk. Ekkor, ha félosszeghez félkiilonbség adatik, kijé
a’ nagyobbik,~ és ha félosszeghdl félkiilonbség kivona-
til, kijo a’ kisebbik ismeretlen szoglet. (ldsd szémt.
82. §.) Esigy:
B =1} (B+C)+ }(B-0)
C=43(@3B+C) — i @B-C)
Még csak az a oldalt kell megtaldlni, — ’s ast igy
lehet : :
keb. B: b =keb. A: a
s b X keb. A
nnen: a = W

38. §.

IV-dik feladat., Adatvdn hdrom oldal, a, b, c: o
szogleteket megtaldlni.

Azokat megtaldljuk a’ 30-dik §-ban adatott kép~-
letek szerint, igy:

b (s—
keb. § A = \/Q_Ef__?_ .
be ’
(s—a) (s—c¢)
ac )
- —b
keb. § C= \/(8 a) (s—b) :
ab

megtaldlvén a’ félszogleteket, azokat kétszer vessuik.

keb. 1 B

I




40 - SIKHAROMSZOGTAN,

OTODIK CZIKKELY.

A’ hdromssogtainak néhdny gyakorlati esetekre al-
kalmasdsa.

39. §.

I. feladat: Adatodn o pdrlag’ két oldala, AB
talp =10, és AD=c, ’s as ezek kost esd A szoglet
(id. 6.) : & pdrlag’ udeardt megtaldlni.

Elnevezvén a® pirlag’ magossdgdt h-nak: az udvar’
(S) rendes tértani kifejezete ez:

S=>b,h
Ugyde az ADE héromszigben illy ardny 4ll :
R: keb. A=e¢: h
innen : h = ek A
R

Mér az udvar' kifejezetében, ' h-nak ezen érte-
két helyettesitvén : lesz az udvar’ héromszogtani ki~
fejezete :

be X keb. A
8 == T Ak
vagy ha R=1:
8 = b. ¢. keb A.
vagy : log.S=log. b+ log. ¢+ log. keb. A.—10.
Példa

Legyen: b==380,26°; ¢ ==25,47"; < A =—39719’
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log. b = 1,4808689.
log. ¢ = 1,4060289.
log. keb. A = 9,8018192

12,6887170 — 10
log. S = 2,6887170.
- S= 488,330".

40. §.

1I. feladat. Adatvdn @ hdromszig’ 3 oldala: ud-

vardt kissdmitni.

Legyen ABC hdromszog (id. 5.); nevezzik el 5.
a, b, c-nek az A, B, C-sziogletekkel megfelelbleg dt-
ellenes oldalokat, — a’ BD magossdgot pedig x-nek.
— A’ hiromszdg’ udvardnak tértani kifejezete lesz :

S= b « X . ¥
2 .

Mir az x’ értekét, a’ 3 kiadott oldaloktdl fiiggbleg
kell kifejezni. — E’ végre: az ABD egyenes-szigii
héromszogben illy egyenlet 4ll : :

X = c2 ek A_ﬁ:;
Ugyde o' felvett ABC hdromszoghen, — mint a’ tér-

tanban tanultuk, ez dll:
a? = b? 4-c? — 2b X AD

2 b!_ 2
innen: AD - _c_+____a__
2b

s (c* + b? — a?)?
ég : AD 4h

kovelkezdleg : x = \/c’-— (c?+ b’-afl’
: 4h?
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\/4b2 ¢ — (c2+Db*—a?)’
vagy: X = :
4b? e

e \/ b (o> b* — a?)?
2b
Az X’ ezen értekét a' hiromszdg’ udvardnak fentebbi

vagy:

b
kifejezetében, S = 5 XX helyettesitvén, lesz :
2 .
ik “bﬂ .\/4h2 ¢?— (¢?*+-b* — a?)? \
2 2b

vagy: S== 7;7 .\/4b’c*_(},z+ca_31), ;

vagy: S;— 1 V4b%*—(b*—+c*—a?) ;
= 1 v/(2bc+b*+c*—a*) (2bc—b*—c*+a?);
=} VI(b-+cy—a’] [a*—(b—c)’];
S= 1 V (b=c~=a) (b-+c—a) (a4=b—c) (a~~c—Db).
Msr ha a’3 oldalok’ dsszegéi, — mint rendesen szoktdk,

— elnevezziik 2s-nek, t.i. a+b-+c=2s: lesz az
utolsé képlet :

S =1 V2s(2s—2a) (2s—2b) (2s—2c);
vagy: S= V1, 2s(2s—2a) (25—2b) (2s—2c);
végre: S = Vs(s—a) (s—b) (s—c).

Ezen képlethdl lathatni, hogy ha a’ héromszig’ mind-
hirom oldala kiadatik, annak udvara kijé, ha 3 olda-
lainak félosszegébil sorba minden oldal kivonatik, és

ezen killonbségek eqymdssal, és o hdrom oldal’ [éloss~
ssegével sokszorostatnak, végre esen sokssorosmdnybo!

négyleg-gyokeér fejtetik.
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Ezen képlet nagy haszmi a’ gyakorlati tértanban,
foként mikor a° ~’ udvaraba menni nem lehet. — Al-
kalmazhaté ez a’ sokszigek’ udvarmérésére is, — 's
haszndlatdara mérd ldnczndl egyéb nem kivanlatik,

Példa.

“Tudjuk, hogy az egyenesszogii hiromszogben, ha a’
feszes-oldal == 5°, és egyik mellékoldal = 4", 1gy o’
miasik mellékoldal = 3". Es ennek udvara: S =4 X
$ —=060" ;
5
Lassuk az adott képlet szerint. —t42—+§-

== 6 ; ésigy az udvar:

S = V6 (6—5) (6—4)(6—3)
vV6.1.2.3=V36
— 60

I

41. §.

11-dik feladat. Adafodn a' hdromszig’ két oldala,
's @’ kosiok esd szoglet: az udvart kissdmitni.
Legyenek az adott oldalok b és ¢ (id. 5), az adott
szoglet A: az ABD egyenesszogii haromszogben illy
ardny 4ll:
R: keb. A =c:x,
a’ honnan, az R — 1 levén:
x = o . keb. A.
Mir az ABC héromszég® ndvardnak férlani kifeje—
zete ez :
b o x
S = ey >
az x' elobbi értékét itt helyettesitvén , less:

Id.
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be
S s keb. A.

- 8z2az: @' hdromszog’ udvara kijé, ha két oldal soksso~

rosmdnyanak fele , o’ kistok esé szoglet’ keblével soli-
szorostatik.

Példa.

Az elobbi §-bani példat felvévén: egyik adott oldal
= 4, misik = 3, — koztok esik az egyenesézb‘g,
mellynek keble -= 1; ésigy

3.4 :
== —2—' X 1= 6[:] 5
42. §.

IV-dik feladat. Adatvdn & hdromséb‘g’ eqy oldala,
és két mellelte esd szoglet: az udvart kissdmitni.
Adatik a’ ¢ oldal (id. 5), az A és B szigletekkel :

a’ felvett ABC haromszogben :
keb. B: keb. C = b:¢

vagy, mivel keb. C = keb. (A4 B), (mert A 4+ B
egészitdje 180°-ra a’ C-nek): teht :
keb. B: keb. (A +~B) = b: ¢,
: __¢.keb. B
mnen: ...b——m;
mér mivel az ABC hdromszog’ udvardnak, azon esetre,
ha a’ b oldal is kiadatik , az elobbi §-ban illy képletét
addnk :
be
S= ——2" * keb. A;

ezen képlethen a’ b helyett a’ most kifejtett értekét

helyettesitvén: lesz -
c. keb. B c

vl @
keb. (A+B) . 2 % v
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c? keb. A. keb. B

2 ™ keb (A+B)

vagy: log. S = 2log. ¢ — log. 2 + log. keb: A
log. keb. B—log. keb. (A + B)

43. §.

V. feladat, Két hozzdjdrulhatlan pontoknak, D és
C, tdvolsdgdt megtaldlni. (id. 7)

Kimérvén, a’ hol lehet, egy vonalat AB, ’s néz-
vén dioptrdval mind az A, mind a’ B pontokbdl, mind
o' D, mind @ C pontok felé: szigmérovel pontosan
megméretnek a’ DAC, CAB, ABD, DBC szigletek,
— middn egyszersmind a’ DAB, és CBA szoyletek is
tudva lesznek. — Ekkor a’ DAB haromszogben, is~
mervén 2’ DAB és DBA szigleteket, a’ 3-dik ADB
szogletet is ismerjik, mint egészitét 180'-ra. Esigy
kikereshetjik a’ DA oldalt illy ardnyon :

keb, ADB: keb. DBA = AB: AD.

Tovdbbd ' CAB hédromszogben, ismervén a’ CAB és
CBA szigleteket , az ACB-t is ismerjik. Esigy
kikereshetjik az AC oldalt illy aranyon :

keb. ACB: keb. ABC = AB: AC.
Mér 2’ DAC hdromszigben, ismeriink két oldalt, DA
és AC, ésa’ kozben esb DAC szogletet: a’ masik két

szogletet megtaldljuk \igy, ha azoknak félkiilonbségét
kikeressiik , — igy:

AC -+ AD: AC — AD = érint (A20EAD):
. (ADC— AC
ér ( Z D)

vagy: S =

Igy az ismeretlen szigletek’ félkiilonbsé gét megtaldlydn,
hozzdadjuk axt a’ félosszegher , 's megtaldltuk a' na-

id. T
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gyobbik ismeretlen szogletet ADC, — vagy kivonjuk

azt a’ félosszeghil, s megtaldltuk a’ kisebbiket ACD.
Végre a’ keresett DC vonal’ meglaldldsa végeit

illy aréinyt csindlunk :

' keb. DCA : keb. DAC = AD: DC.

's igy a feladat meg van fejlve.

. 44, §.
VI. feladat. Hozzdjdrulhaté magossdgot megmérni.

. (id. 9).

Az AB megmérendd magossdg koriil, tegyiik fel,
hogy a’ old szinte vizirdnyos fekvésii. Telszés szerinti
tdvolsdgon valahol tegyiik le a’ sz6gmérdt, az E-nél.
Innen egy litvonalat irdnyozunk a’ toromy’ tengelye
felé, a’ folddel egykozileg, — mésikat pedig a’ torony’
teteje felé. Erre nézve a’ szigmérd’ félkorét figgole-
ges dlldsbu tesszilk, mit a’ lapja mellett figgd dlom
mutat meg; — tovibbd a’ feszes dioptrit tessziik vizi-

" irdnyos dlldsba, ugy hogy a’ fiiggd dlom azzal 90"-nyi

szogletet képezzen ; a’ mozgd dioptraval pedig nézvén
az A pont felé, megszimliljuk o’ ca koriv’ fokait, ’s
igy a° CDA szogletet ismerjik. Ekkor linczczal meg-
méretjik az EB == DC tivolsigot. Miutin e' szerint
az ADC egyenes-szigii /\ben, ismerjik, az egyenes
szdgon kivil, az ADC szigletet, és DC oldalt: kiszd-
mithatjuk az AC oldalt, illy ardnyon:
R: érint. ADC = CD: AC;
de még ehhez az asztal' magossdgit DE == CB, hozzd
kell adni.
45. §.

VII. feladal. Hoszzdjarulhatlan magossdgoet meg-

Wy mérni. (id- 9-)
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Felvevén a’ torony felé irdnyzolt egyenes vonalon
két dllaspontot, A ésB; az AB tivolsdgot, — az ICS, és
IDS szogleleket megmérjiik. Tovabbi az ICS szoglet’
egészitdjét, az SCD szogletet mdr e’ szerint ismervén: az
SCD héromszigben ismeriink egy oldalt CD = AB, és a’
két mellette eso szigletet; ’s ez dltal a’ harmadikat is ;
ezekbdl kiszdmithatjuk az SC oldalt, illy ardnyon:

keb. CSD : keb. SDC = CD: SC.

- Végre az SIC egyenes—szogii hdromszogben, ismer-
vén minden szogletet, és az SC feszesoldalt: kiszd—
mithatjuk az SI oldalt, vagy 2’ torony’ magossdgit
oddig, a’ hova a’ szogmérd’ alsé dioptrdjdval irdnyoz-
haté vonal ér., — illy ardnyon:

R: keb. SCI = SC: SI,
mellyhez még az asztal’ magossdgit kell adni.

46. §.

VIIL. feladat. Valamelly hegy’ magossdgdt meg-
mérni. (id, 10.)

Felvevén egy alapvonalat CD, ennek hoszszat
megmérjik; — tovdbbd ezen alapvonal’ végeinél az
SCD, és SDC szigleteket megmérjik. Igy az SDC
héromszogben ismeriink egy oldalt, és két mellette esd
szogletet, — mi dltal a’ 3-dik szoglet CSD is tudva
van. Ezekbol kiszimithatjuk az SC oldalt igy:

keb. CSD: keb. SDC=CD : SC.
Tovibbd megnézzik, héiny foknyi az SCZ szoglet,
mellyet az SC litvonal a’ ZC fiiggbleges vonallal ké-
pez, 's vesszik ennek pdtlékdt 90 fokra, melly is az
SCA szoglet, mellyet a’ hegy’ tengelyének A’ pont-

. 10,
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jdhoz , & szdgmérd’ vizirdnyos dioptrdjival nézhetd
CA vonal képez a' CS vonallal. — Ekkor az SAC
egyenes-szigii haromszogben ismervén, az A egyenes-
szogen kivill, a’ feszes oldalt SC, és egy hegyes szog-
letet ACS, kiszdmithatjuk az AS oldalt, igy:
R: keb. SCA = SC: SA,

vagy: R: potk. SCZ — SC: SA,
~— mellyhez ha a’ mérdasztal’ magossdga hozzdadalik,
megvan talilva a' hegy’ magossdga.

47. §.

IX. feladat. Valamelly tdjék’ képét hdromssigta—
nilag felvenni.

Ezen munkdlat’ czélja az , hogy papiron valamelly
tdjékhoz hasonlé, vagyis ollyan idomot, — képrajzot
készitsink, mellynek minden része, a’ tijék’ minden
megfeleld részéhez bizonyos adott viszonyban legyen.

Erre nézve a’ tdjékon bizonyos szembetiind tir—
gyak, mint hatdrpontok felvétetnek, p. o. torony, hdz,
fa ’sat., vagy ha elég természeli tirgy nem volna, a’
hatérpontokndl lobogdk dllittatnak fel, — mellyeknek
segitségével a' tdjék’ hdromssigelése (triangulatio)
torténhessék. Azonban feltesszik , hogy mindazon ha-
térpontok ugyanazon vizmentes siklapon fekiisznek.

Legyenek A, D, E, C, G, F illyen szembetiind
hatdrpontok ; ha ezeket egymds kozt egyenes vonalok-
kal osszekottetve gondoljuk: hdromszigek' hdlézata
szdrmazik, mellyeknek tetdpontjai a’ hatdrjegyek. Ezen
hdromszigeket kell tehdt bizonyos mértékkel folvenni,
hogy papiron, kismértékben, ezekhez hasonldkat ké-
szithesstink.
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Erre nézve felveszink valahol a' tajék’ terjede-
tében egy alapvonalat, 's ezt két hatirjegy’ irdnyd-
ban olly helyen vélasztjuk, hogy mind kénnyen, akdr-
mikor fel lehessen taldlni, — mind annak két végérdl,
’s kiilonbozd pontjairdl, a’ tdjék’ minél tobb pontjait
be lehessen litni; — és ezen vonalat a’ legnagyohb
pontossiggal megmérjiik.

Legyen alapvonal (basis) AC, melly a’ tdjékot ke-
resztiil vagja. Vegyiik fel ezen valahol a’ B pentot, ’s
mérjik meg az AB és BC tavolsagokat. Elkkor az
A, B, és C dllaspontokbél tavesovel elldtott jo sziig-
mérovel , pontosan wmegmérjik mind  azon  sxigle~
teket, mellyeket az ezen dlldspontokbdl 1 inden ha-
térpontol felé nézhetd vonalak egymidssal, vagy az
alapyonallal képeznek, — és a’ megmért szigletek’
mennyiségét pontoson feljegyezziik. Nagyobb bizo-
nyossig’ kedviért, ha lehet, még egy vagy tobb ol-
dalokat is p.o. EC ’sat. megmériink. Mindezen méré-
seket egy tdblacskaba pontoson feljegyezvén: készen
vannak minden adataink arra nézve, hogy -minden
itteni hdromszogek’ minden részeit egymds utdn ki-
szdmithassuk. P. o.

Az ABB hiromszigben, miutén megmértik az AB
oldalt, és DAB, DBA mellette esd két szogleteket: a
fentebb eldadott héromszogtani szabdlyok szerint, an-
nak tobbi részeit kiszdmithatjuk. — Igy a’ BCE hdrom-
szbgben is adalvin a' CB oldal, s két mellette esd
szoglet: a’ bbi részeket kiszamithatjuk. Ekkor mér
ki levén szémitva a’ DBE héromszogben két oldal, DB
és EB, — ’s meg levén mérve a’ koztok esd sziglet:
ennek (0bbi részeit is ki lehet szémitni. fgy o' tobbi
héromszogekre nézve is.

IIl. Rész, Hdromszdgtan. 4



50 SIKHAROMSZOGTAN.

Létnivalé,, hogy illy méddal kiszdmitvdn a* tdjékon
levd minden A-gek oldalait, — ’s mdr ismervén szog—
leteit: papiron kismértékkel azokhoz hasonlé hirom-
szigeket, — s igy az egész tdjék’ kis képrajadt ké-
szithetiink ; — nemcsak , de ezen A~-gek’, ’s igy az
egész 1djék’ udvarteriiletét is, hdromszogtanilag ki-
szdmithatjuk. '

A’ tajékon esd tobb tirgyak’ egymds irdnti hely-
zetének felvételérdl — igy a’ foldszin’ kiilonb6zé haj-
lésainak kiszdmitdsdrdl ’sat., — mellyekrdl a’ gyakor-
lati tértan tanit, — it nem beszélhetink, — mivel
tanuldsunk esak az elemekre, bevezetésre szoritkozik.




oA
MASODIK SZAKASZ.

Goéombharomszigtan.

{Trigorometria sphaerica.)

48. §.

A’ térlanban a’ gombhdromszogek’ ftulajdonait
megtanultuk. Tudjuk, hogy ezek i= vagy egyenes-
szogiiek, vagy hajlott-szogiiek ; — még pedig az egye-
nes szogiiekben vagy egy, vagy két, vagy hirom
egyenes szoglet van. Ha 3 egyenes szog van benne:
gy minden kiilon oldala 90 foknyi koriv; — ha két
egyenes szdg van: tgy két oldal 90°-nyi, — a’
3-dik az dtellenes sziglettel egyenld foknyi koriv.
Ezen két fajta gombhdromszigek’ kifejtésében, mint
ldthatni, nincs semmi nehézség. — Csak az egy egye-
nes szogil, és a’ hajloltszogi gémbhéromszogek lesznek
tehdt vizsgdlatunk® térgyai.

A’ gombhdromszigltan a’ sikhdromszbogtanon ala-
pul; ’s ilt nemcsak a’ szigletek-, hanem az oldalok
helyelt is — mivel azok kirivek — figgvényeket
haszndlunk.

4%
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ELSO CZIKKELY.

Az egyenes-szigi  gombhdromszsigek’ kifejtését illetd
alaptételek.

49. §.

2»I-80 alaptétel.** Minden egyenes—szogih gomb—
hdromsziogben gy vaen as egéss kebel — R, egy
hajlott szoglet’ kebléhes, mint'a’ fesses—oldal’ keble,— -
a felvett szoglettel dtellenes oldal’ kebléhes.

- Legyen ABC (id. 12.) a’ felvett egyenesszogii
gombhdromszég, — ebben B az egyenessziog, — A és
C, hajlottak. A’ gémb' O kozéppontjabol hizzuk az OA,
0B, OC sugdrakat, mellyek dltal hdrom siklapok AOB,
AOC, BOC képeztetnek ; mellyek egymdsra hajolvin,
3 lapszigletet képeznek , — és azok kozott az, mellyet
AOB és BOC siklapok képeznek, egyenes lapszoglet, a’
mésik kettd hajlott. — Azonban tudjuk, hogy a' kihtizott
3 sugdér dltal képzett vonal-szigletek’ mértékei, a’
felvett gombhdromszog’ megfeleld korivei, — t.i. AOC
szoglet’ mértéke az AC, — BOC szogleté a’ BC,—AOB
szogleté az AB, — ésigy ezen vonalszigletek' fiigg-
vényei az Oket mérd koriveknek is figgvényei.

Most vegyiink fel az OC sugdron egy darabot OD,
's tegyiik meg azt a’ tdbldkbani R-nek: ha a’ D pontrél
fiiggonyt eresztiink az OB sugarra ~ DE : ez lesz =keb.
COB,=keb.BC. Ha ismét a’D pontrél fiiggényt eresztiink
az AO sugdrra = DF : ez lesz — keb. DOF -— keb. AC.
Tovdbbé, ha az F és E pontokat dsszekoljik az FE
fiiggonynyel: az ol képzelt FED vonalszoglet égyenld
azon lapszigleltel, mellyet az OAB és OBC siklapok
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képeznek , mivel az FE és DE vonalak ezen siklapo-
kon fiigginyok; és mivel ezen lapszoglet egyenes:
tehdt < FED is egyenes; hasonléul az EDF egyenes-
sz0gl hdromszogben a’ DFE szoglet’ egyenld a’ CAB
szoglettel’ vagy a’ gombhéromszig’ A szogletével. To-
vibbd DFO hdromsziogben, melly az F-nél egyenes-
szogii, ha DF = keb. DOF: tgy OF = pitk. DOF
= pdtk. AC.

Ezek igy levén: a' sikhdromszogtani szabdlyok
szerint; az EDF egyenszogii sikhdromszoghen :

R: keb. DFE = DF : DE

vagy: R: keb. A - keb. AC: keb. BC.
Est kellett megmulatni.

Epen igy mondhatjuk: ,

R: keb. C — keb. AC: keb. AB.

Ha az A, B, C, szigletekkel dtellenes oldalokat,
illetdleg, a, b, c-nek nevezzik: igy lesznek az ard-
nyok :

R: keb. A = keb. b: keb. a,
R: keb. C — keb. b: keb. c.
czen ardnyokbol illy egyenletek lesznek :
R. keb. a = keb. b. keb. A ()
R. keb. ¢ = keb. b. keb. C {
Ezen egyenlelekben elbjonek, a’ feszes-oldal, egy
hajlott szoglet, és az azzal dlellenes mellékoldal; mely-
lyek koziil akdrmellyik legyen keresendd, ha o’ misik
kettd kiadalik, — az egyenletbol ki lehet keresni.

50. §.

»II=dik alaptétel. Minden egyenes-ssigit gomb-
hdromssogben : dgy van R, egyik hajlott szoglet’ pot=
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kebléhes : mint @ fesses-oldal’ érintdje, o felvel
hajlott sziglet mellett esé mellék~oldal’ érintdjéhes.
Az elobbi szerkezetre figyelmezvén (id. 12.) o’
DEF egyenes-szogii sikhdromszoghen, — a’ sikhd~
romszogtani szabélyok szerint, illy arény 4ll:
R: pétk. DFE — DF: FE
vagy: R: pétk. A ==keb. AC: FE ... (x)
Ugyde az OFE hdromszéghen, melly egyenes-
sz0gii az F-nél, a’ sikhiromszogtani szabélyok szerint :
R: érint. EOF — OF: FE;
vagy: R: érint. AB = pétk. AC: FE.
Ezen utolsé ardnybdl meghatdrozvdn az FE értékéi:
pétk. AC . ér. AD
R ]
’s ezt az (x) ardnyban helyettesitvén, lesz :
pétk. AC , ér. AB

R

FE =

R: potk. A=keb. AC:

vagy osztdsi alakban :
R R. keb. AC érint. AC |
potk. A~ potk. AC ér. AB = U AB?
innen végre:
R: potk. A — ér. AC: ér. AB.
igy a* C hajlott-szogletre nézve is:
R: pétk. C = ér: AC: ér. BC.
Est kellett megmulatni.
Mér ha, mint elobb, AC =Db, BC =a, AB=¢
lesz :

R: potk.A = ér.b: érc,
R: potk.C = ér.b: ér.a,
's innen :
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Rxér. ¢ = ér. bx pétk. A g
R ér. a = ér. bxpotk. © { ~ *** ()

Ezen egyenletben eldjonek : a’ feszesoldal , egyik haj-
lottsziglet, és az a’ mellett esd mellék-oldal, — mellyek
kozil akdrmellyik kettd kiadatvdn, a’ 3-dikat ki lehet
‘keresni. p.o.

Rxér. ¢ R

Bl &b b -8
Rxér. a R
pétk. C= g él‘b X ér. a

) R
vagy mivel T potér. b: lesz:
ér. ¢ X pétér. b

potk. A == m >
ér. a X pétér. b
potk. C = R

51. §.

o II-dik alaptétel. Minden egyenes-szigi gimb—
hdromszigben : gy van R, eyyik mellékoldal’ potheb~
léhes: mint @ mdsik mellékoldal potheble, o’ fesses~
oldal’ potkebléhes.

Megtartvian ugyanazon gémbhdromszoget ABC,
(id. 12.), ’s ugyanazon szerkezetet, mint eddig: az
OEF sikharomsztgben, melly az F-nél egyenes-szogii,
— a' sikhdromszogtani szabdlyok szerint, illy ardny
éll :

' R: pétk. EOF = OE : OF.

Ugyde: pétk. EOF = pétk. AB; tovabba az ODE
egyenesszigii sikhdromszoghen, OE = pétk. BC, — és

14, 12
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az ODF héromszigben, OF == pétk. AC. — Mir illyetén

helyetesitésekkel, az eldbbi ardny igy lesz:
R: pétk. AB = pétk. BC : pétk. AC.

vagy: R: potk.e == pétk.a: pétl.b.
Est kellett megmutatni.
Ezen ardnybdl illy egyenlet lesz :
R X pitk. b= pétk. a X pétk. e. . . . (3).

Ezen egyenletben eldjonek o’ gombhiromszdg’ hdro
oldalai, mellyek kozil ha keltd kiadatik, a’ 3-dikat
meg lehet taldlni.

Az eddig eldadott 3 alaptételekbdl, az egyenes-
szogit gombhiromszgeket illetdleg , még hirmat lehet
lehozni.

52. §.

WIV~dik alaptétel” Minden egyenes-ssigd gomb—
hdromszsogben: dgy van R, egyik mellék—oldal’ pot-
kebléhes, mint as esen oldal mellett esé hajlott ssoglet’
~ keble, @ mdsik hajlott ssoglel’ pothebléhes.

Az elsd és mdsodik alaptélelekbdl :

Rxkeb. a Rxér. a
3, rowieniek Sy
Eloszivin 2’ mdsodik egyenletet az elsdvel :
potk, C _ érint. a  keb. a
keb. A~ érint. b * keb. b’
szdmlalot szdmléléval, nevezdt nevezdvel eloszivén :
potk. C  érint. a  érint. b
keb. A~ keb.a ' keb. b
R R

polk. a " poik. b’

keb. A ==
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R & potk. b
~ potk. a R
pitk. C  pdtk. b

végro: oL A poik.a.

. otk. b

Ugyde: 1;’ dtll‘&. A a’ har@adik alaptétel szerint =
. 6tk. C ot.

potk. ¢ Eisiey : pétk X

keb, A1 o G
innen: R: potk. ¢ = keb. A : potk. C. — Est kellett
megmutalni.

Hasonlé miitétellel, mellyet elég legyen megem~
litni, — a’ mdsik hajlott szogletre nézve, kijé ezen
ardny : ,

R: pétk.a=keb.C: pétk. A.
Mér ezen ardnyokbdl illy egyenleteket nyeriink :

R, pétk. C = pétk.c , keb. A.

ERSRER |
R, pétk. A = pétk.a , keb. C.

53. §.

s V=dik alaptétel** Minden egyenes—szigi gomb-
hdromssigben : digy van R egy hajlott szoglet’ érinté~
Jjéhes, mint @ felvelt hajlott sziglet mellett esé mellék~
oldal’ keble, — &’ sziglettel dlellenes mellékoldalé’ rint-
tdjéhes.

Az elsd és masodik alaptételekbél :

R.keb.a R.ér. c
keb.A = mﬂ és pélk-A == &5

Elosztvin az elsd egyenletet a’ mdsodikkal :
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keb.A keb.a  ér.c

potk. A ~ keb.b ~ ér.b
az utolsé részben szdmldlét szamldloval, nevezdt neve=~
zdvel oszivin, lesz:

keb.A  keba 4 ~ R.keb.a

== : potk.b = ————
pdtk.A erc P ér.c , potk.b.
; keb. A érinl.
Ugyde: p::tk P st rmRA; azonban , o Il-dik

\ potk.a , pétk.c
alaptétel szerint: pétkb = —-——-R—-—-———
E’ szerint ezen egyenlet:
keb.A  R.keba -
potk.A ~ ér.c.pétkb

érint. A "R keb.a  pétk.a, pétk.c

, mdskint {gy lesz:

R ~ ér.c 3 R
érint. A R. keb.a R
PRTTTR ) 0 ol 6Rp W potk.a , pétk. c
ér. A R2, keb. a
Tt potk.a , ér.c , potk.c
y R, ér.a
innen : érint. A = —Eﬁ—'—
X érint. A ér.a
innen: o = e

innen ardny-alakban :
*  R: érint. A = keb.c : érint.a
Ecxt kellett megmutatni.
Hasonléul dll ezen ardny is:
R: érint,C = keb.a: érint.c.
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Ezen ardnyokbol illy egyenleteket nyeriink :

R, ér.a = keb.c, ér. A

ol ot AT
R, ér.c = keb.a , ér.C )

54. §.

»» VI-dik alaptétel.* Minden egyenes—szogii gombhd—~
romsziogben: dgy van R, &' feszesoldal’ pétkebléhes :
mint eqyik hajlott szoglet’ érinidje, @’ mdsik hajlott ss0g—
let’ potérintdjéhes.

Ugyanis a' legkozelebbi (53. §.) két egyenle-
tekbol : '

ér.a
ér.c
@0 Yoot
ezen két egyenletet egymdssal sokszorozvén, lesz :
or. A sibe N _ér.a ér. ¢
ikt sl = ‘keb,a
ér.a  keb.a R
= - = ——— pétk.c.
keb.c ° ér.c pétlk. a e

"R
potk.a X potk. c.
Ugyde (a II-dik alaptételbol) :
polk. a X potk.c = R . pitk.b.
R
pétér. A~
Ezeket helyettesitvén, lesz :

ér.A Xér.C =

és: érint. A =

R
pilip. A ¢ 0= g b
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il R2ér C i R '
potér. A R . potk.b
PR ér.C . R
® " poétér.A potk.b

innen : R: pdtk.b. = ér.C ¢ pétér. A.
Est kellett megmutatni.
Ezen arénybdl egy egyenlet lesz :

R X pétér A = potk.bxér.C. . . ... (6)
Ezen hat alaptételekbol lehozott 10 egyenletek’ segit—
ségével, az egyenesszigii gémbhdromszigek koril, ha
két akdrmelly rész (az egyenes szigleten kiviil, melly
mindenkor kiadatva van) kiadatik: akérmelly harmadik
keresendd részt meg lehet talalni.

MASODIK CZIKKELY.

Bdrmi-nemii  gombhdromssogek’® kifejtését illetd
alaptételek.

55. §.

y,I-30 alaptétel** Akdrmind gombhdromssigben, o'
szdgletek’ keblei gy vannak egymdshos, mint as dlel-
lenes oldalok’ keblei.

Legyen birmind gombhéromszig ABC (id. 13.)
Eressziink le egy szdgletébdl, péld. az A-bdl, figgd-
leges kdrivet az dtellenes BC oldalra, vagy annak foly—
tatdsdra: mindenik esetben a’ felvelt hdromszighdl két
egyenes-sziigii héromszdget nyerink, ABD, ADC.
fgy o' hajlottszégii gombhdromszogekre, az egyenes-
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_sabdgiiek’ szabalyait alkalmazhatjuk, — 's azokhdl ezeket
illetd alaptételeket hozhatunk le.

Igy az ABD és ADC gombhéromszigek, mellyek
egyenes-szogiiek a’ D-nél, illy ardnyokat adnak
(49. §.): ‘

' R: keb. B = keb. AB : keb. AD
R: keb. C == keb. AC: keb. AD.
Es mivel mind a’ két ardnyban a’ szélsd tagok ugyan-
azok : tehdt a’ belsok viszdsan arényosok, 's lesz:
keb.B : keb. C = keb.AC: keb. AB.
Ha a’ fiiggbleges koriv a’ hdromszogen k.vul esik: az
ardnyban levd C sziglet- jelenti az ACD szogletet;
igyde annak egészildje az ACB, ésigy: keb. ACD =
keb. ACB; ’s igy a’ fellelt szabily minden esetben 4lL

Ha az A, B, C szogletekkel dtellenes oldalokat, meg-

feleloleg a, b, c-nek, nevezziik : igy lesz az ardny:

keb. A : keb.B: keb.C—=keb.a: keb.b: keb.c

vagy: keb.A: keb.a=keb.B: keb.h=keb.C: keb.c;
's innen illy egyenletek dllnak:

keb. A o keb.B iae keb.C
keba =~  kebb = keb.c
- 56. §.

o II-dik alaptétel™ Minden gombhdromssogben, &
leeressielt figgony dltal egy ssiglet’ felosztdsdbol kép—~
zelt két ssogletek’ (BAD, CAD, mellyek ,,csics~ssig-
leteknek™ mevestetnek) pétkeblei, vissdsan vannak dgy
egymdshos, mint @ melletiok feked oldalok’ érintdi.
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Ugyanis az ABD és ACD hdromszigek (50. §. sze-
rint) illy ardnyokat adnak :
R: pitk. BAD == ér.c : ér.AD,
R: potk. CAD = ér.b : ér. AD;
mivel mind a’ kél ardny’ szélsd tagjai ugyanazok : tehdt
a’ belsdk viszdsan ardnyosok, igy:
potk. BAD : pétk. CAD = ér.b : ér. c.

57. §.

wII1.~dik alaptétel.” Minden gémbhdromszigben, egy
oldalnak , @ leeresstelt fuggony dllal képzett darabjai-
nak pdtkeblei, dgy vannak egymdshos, mmt @ mellettok
feked oldalok’ potkeblei.
Ugyanis az ABC és ACD egyenes-szogii gomb-
héromszogek, (51. §. szerint) illy ardnyokat adnak :
R: pétk. AD = pétk. BD : pétk. c
R : potk. AD = pétk.CD : pétk b.
" Mivel mind a' két ardnyban az elsé viszonyok ugyan-
azok: tehdt a' htulsé viszonyok is egyenldk, s illy
ardnyba jonek :
potk.BD : pétk. CD = pétk ¢ : potk.b.

58. §.

wIV=dik alaptélel.** Minden gombhdromszsogben, a’
BAD és CAD csics-ssogletek’ keblei igy vannak egy—
mdshos, — mint o’ hdromm)g talpdn fekod két ssog—
letek’ potkeblei.

Ugyanis az ABD és ACD A-gek (52. §. szerint)
illy ardnyokat adnak:

R: pétk. AD = keb.BAD: pétkeb. B,
R: potk. AD = keb. CAD : pdtkeb. C.
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és innen :
keb. BAD : keb. CAD = pitk.B: pétk C.

59. §.

5, V=dik alaptétel** Minden gémbhdromssogben, egy -
oldalnak, @ red eresslett figgony dlial képsett darab-
jainak (BD ,-CD) keblei, o’ mellettoh esé szogleteh’
érintdinek viszds,— vagy ﬁétérintdinek egyenes ardnyd—
ban vannak egymdshos.

Ugyanis az ABD és ACD haromszogek, (53.§.
szerint) illy ardnyokat adnak :

R: ér.B = keb.BD : ér. AD,
R: ér.C = keb.CD : ér. AD.
innen : keb.BD : keb.CD = ér.C: ér.B
= potér. B : potér. C.

Mér az egyenesszigii gombhiromszigeket illetd
VI-dik alaptételt ide nem alkalmazhaijuk; azonban még
két alaptételt csindljunk.

60. §.

v VI=dik alaptétel* Minden gombhdromssigben, egy
szoglet’ potheble annyi, minl ha o’ sugdr’ négylege as
dtellenes oldal’ potkeblével sokszorostalik , — ebbdl o’
két mellette fekvé oldalok® potkebleinek egymdssal és
a’ sugdrrali sokszorosmdnya kivonalik — végre a’ ma-
radék , ezen utobbi két oldalok’ kebleinek sokszsoros—
mdnydoval elosslatik.

Legyen ABC a’ feltett gmbhdromszog (id. 14),— 0. 1s.
a’ gémb' O kozéppontjabol hizzunk sugérokat, OA, OB,
0C,’s nyujtsuk meg azokat hatérozatlanul, Az OC-nek
illy megnyujtasin vegyiink fel telszés szerint egy da-
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rabot = OD; a’ D ponindl emeljiink fel az OD-re
fiiggdleges vonalat, az OAC siklap’ folytatdsdin = DE ;
ugyancsak a’ D pontndl, az OCB siklap’ folytatisdn is
emeljik a’ DF fiiggonyt. Ezen két fiiggonyok, az E
és F pontban Gssze fognak taldlkozni az OA és OB
-sugarak’ folytatdsaival; ’s hizvin az osszekotd EF vo-
nalat, szérmazik a’ DEF sikhiromszog, — mellynek
D sziglete egyenld a’ gombhéromszog’ C szogletével.
Ez igy levén: az EFD és OEF héromszbgekben a’
29 .§. szerint lesz :
2DE . DF . pétk. EDF .

R
20E . OF . potk. EOF

R
Az elsd egyenletet a’ mdsodikbdl kivonvén, és megje-

gyezvén, hogy OB’ — DE’ = OD’, és OF —
DF* = 0D” : lesz

o gmth 30K og. pétk. EOF _ 2DE.1I){F. potkEDF

20D?. R—20E. OF.pk.EOF+2DE.DF. pk EDF

?

EF’—DE +DF’ —

EF’=0E’ + OF —

vagy: 0=20D"R —20E.OF.pk.EOF+2DE.DF.pk.EDF.
innen a’ pétk. EDF” értekét meghatdrozvin :

20E, OF. pétk. EOF — 20D°R

RS i 2DE. DF
OE. OF. pétk, EOF — OD R
t —
v 2 DE . DF.

Most mdr ezen képlelet vigyik dltal a’ gombhdrom-
szogre, — elnevezvén a, b, c-nek az A, B, C szog-
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letekkel illetdleg dtellenes oldalokat, ’s megjegyezvén,
hogy < EDF=< C, < EOF = AB = ¢ koriv. E’
szerint igy lesz az elobbi egyenlet :

OF oD 0D

OE
(x).....pdtk.C:BExDFxpkc DE DFXR

azonban jegyezziik meg, hogy : mivel a’ DOE sikhirom-
szighen :

R: keb. DOE = OE : DE,
R R
DE =~ keb.DOE ~ keb.h’
tovihbd mivel az ODF sikharomszighen

R: keb.DOF = OF : DF,
o v R IERLIR Gy
DF = 'keb.DOF = keb.a ’
tovibbd mivel az ODE sikhiromszéghen 0D —
potk. DOE = pétk.b; és DE = keb. DOE = keb. b:
0D  pétk. b |
DE =~ keb.h.
végre mivel az OFD sikhiromszoghen az OD =
potk .DOF = pétk.a, és DF = keb. DOF = keb. a:

oD potk. a

 cxatl ‘DF ~ “keb.a °
Mir a’ fentebbi (x) egyenletben illyen helyettesitések-
leel élvén, lesz :

tehdt :

tehat :

tehdt :

R . R potkb _ potk.a
POIE- 0= Lob 2™ helod P02 b g Xicha X R
2 —_—
vagy: potk.C = R? X pétk.c — R X pétk. a X pétk. b

keb. a X keb. b.
Hasonldlag dll a’ tobbi szogletekre nézve is:
II1. Résx. Hdromszdgtan. b}
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R? X potk. a — R potk. b X pdtk. ¢

kb keb.b X keb.c
R2 X% pétk.b—R. pétk.a X pétk.c
R =
P E heb. a X Keb. ¢
61. §.

Ezen hatodik alaptétel tehdt hdérom egyenlotet ad,
mellyekben a’ gombhdromszég’ mind a’ hdrom oldalai,
és mind a’ hdrom szégletei berfoglaltatnak. Innen ezen
3 egyenlet, minden lehetd esetek’ kifejtésére elégséges
volna; és az eddig lehozott tobbi egyenleteinket ezek-
bol mind le lehetne hozni; — de konnyebb azokat az
eldadott médon fejteni ki.

Ezen egyenletek foként o’ szogletek’ kikeresésére
hasznéltainak , azon esetben, ha minden oldalok adat-
vik. Csak az van még hétra, hogy ollyanokkd tegyiik
Oket, hogy a’ logarithmusokat kénnyen lehessen rdjok
alkalmazni. ’

‘Erre nézve: legyen R=1, — ésigy valamellyik
azon egyenletek kozill, p.o. az elsd igy lesz:

potk. ¢ — pétk. a x potk. b

it keb.a Xkeb. b
Vonjuk ki ezen egyenlet’ mind két részét 1-bol

i e pétk.c +pétk. a X potk. b

R RulRR T Y

keb.a . keb.h —pétk.c +pk.a. pk.b.

keb. a . keb.b
keb.a . kkeb.b + pétk.a . pétk.b—pétk. c
keb.a . keb. b

’

vagy: 1—pétk. C=

1— ptk.C —

Ugyde 21.§. szerint :
keb. a . keb.b + potk.a . pétk. b = pitk. (a—b).
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ésigy:
itk 0= PGt @)
Ugyde 18. §. (13) szerint :
potk. C =1 — 2keb. } C;
ha ezen egyenlet’ mindkét részét kivonjuk 1-bol:
1—potk. C = 1—1 <+ 2keb.2 }C
vagy: 1—p6tk.C=2keb.2 2 C....... (@)
Az (x) és (z) egyenletel’ elsd részei ugyanazok levén:
az utolsokat tegyiik egyenletbe :
pétk. (a—b) — potk. ¢
keb.a . keb.b
Azonban a’ 23. §. 4. szerint (q==a — b, c=p levén):
pk.(a—b) —pk e==2keb.} (a—b-+e¢.)keb.}(c—a-+b)
innen :

keb.2 } C =

2keb?. 1 € ==

keb. § (a—b-+c) . keb. } (c—a-+b)
keb.a . keb. b

keb.}(a—b-+c).keb.}(c—a-+b)
és: keb. 1 C :\/ 2 3(
keb.a . keb.b

Es most legyen: a—+ b c==2s, innen
a—b+c¢c=2—2b, c—a +b=25—2a, és
s=1(a+b-+c):

e’ szerint végre lesz:

keb. } C = O ) SR
keb.a . keb.b

. b. o keb.(s—Db) . keb. (s—c¢)
Spen igy : keb, e
A kob. b, hebed

5{
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' keb. (s—a) . keb. (s—c¢)
keb. § B=
keb.a . keb.c

" igy félszogleteket taldlvén, azokat kétszer vessaziik ; —
- azonban logarithmusokkal dolgozhatunk,

62 §.

© A’ 60-dik §-ban kifejtett képletekot kovetkezd alak—
ban is lehet, és szoktdk feltenni; megjegyezvén, hogy
legyen R=1:
potk.a==pétk. b . pétk.c —+ pétk. A . keb.b . keb. c,
potk b=pétk.a . pétk. c + pétk.B . keb.a . keb.c,
po6tk.c = pétk.a . potk.b—+ p6tk.C . keb.a . keb. b,
melly képletek azon esetben haszniltatnak , ha oala—
melly gombhdromszogben egy oldalt k eresnek, kiadatodn
&’ mdsik két oldal, és o listok es6 szoglet.

63. §.

s VII-dik alaptétel.* Minden gombhdromszigben, egy
oldal’ pétheble annyi , mint ha « sugdr’ négylege as
as dtellenes ssoglet’ potkeblével sokszorostatik, — ehhes
a’ két mellette esd szogletek’ potkebleinek egymdssal, és
a’ sugdrrali sckszorosmdnya hossdadatik , — ’s végre
as egéss , es ulobbi két szogletek’ kebleinek sokszoros—
mdnydoal elosstatik.

Ezen tételt meg lehet mutaini az gy nevezett egé-
szitd h@romszogek’ segilségével. T. i, tanulluk a’ tér-
tanban, @’ gémbhdromszigekrdl, hogy minden gomb-
hiromszognek van egy Ugy nevezell egészild hdarom-
szoge , melly utébbinak szogletei, az elobbi’ oldalainak,
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— és az ulbbinak oldalai, az elobbi® szigleteinek meg-
feleldleg egészitdi 180 fokra. Tgy egy gombhdromszig,
mellynek szégletei A, B, C, oldalai a, b, c: megfelel
mindig egy mdsik egészité gombhiromszognek , melly-
nek oldalai: 180°—A, 180"—B, 180° —C, — szigletei
gedig: 180°—a, 180—b, 180—c.

Mér miutdn valamelly ABC gombhdromszigre nézve,
valamelly képlet meg van mutatva: azt az egészitd hd-
romszigre is alkalmazhatni. P. o. — a’ felvelt czélhoz
képest, a’ 60. §~bani ezen képletet :

R2 pétk.a — R. potk. b . pétk.c
keb. b. keb. ¢
egészild L\ -re alkalmazvén, lesz :
R.pk.(180"—A> — R pk.(180—B).pk.(180°—C)
keb.(180"—B). keb.(180"—C).
mér tudvén, hogy az egészitd korivek’ potkeblei az
egészitett korivek’ potkebleivel egyenltk, de nem}eges

jegygyel:

pﬁtk. A=

pk.(180"—a)=

R2.— potk.A— R (—p6tk.B . —p6tk.C)
keb.B . keb.C

<R pétk.A — R (pétk.B.. pétk.C)
b+ bl ot keb. B. keb.C

minden jegyeket ellenkezbkre cserélvén:

R p6tk.A -+ R . pitk. B . pétk. C
keb.B . keb.C.

melly képlet mutatja a’ kimondott alaptételt, — 's hasz~

naltatik akkor, ka &' gombhdromssogben eqy oldal ke~

restetik, kiadatedn mind & hdrom ssogletek, — Létni-

valé, hogy ezen képlet felette hasonlé ahhoz, melly

dltal 3 oldalbél egy szigiet kerestelik, — az ottani

— potk.a ==

]

pétk. a=
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oldalok ilt szigletekké, a' szogletek oldalokka val-

toztak, — ’s csak az a’ kiilonbség, hogy a’ pétkeblek’

sokszorozmédnya amott (—) itt (—+) jegygyel bir.
Hasonlélag a’ tobbi oldalokra nézve:

R2. pdtk. B+R . pétk. A pétk. C

PR e keb. A . Keb.G
Re. pétk. C+R . potk. A . pétk. B
Pk o= k. A . keb.B,

Azonban ezen képleteket is vegyiik olly alakba, hogy
a’ logarithmusokat konnyen lehessen redjok alkalmazni.
— Erre nézve legyen R == 1, —’s az egyenlet’ mind-
két részét vonjuk ki 1-bol; — lesz:
keb.B keb.C— pétis. A— pdtk.B . péik.C
1rebfibarr keb.B . kb, C ;
tigyde, mint mdr tébbszor lattuk : (§.18.és21.)
1 —pétk.a = 2keb” ] a,
és: keb.B. keb. C— potk.B . pétk. C = — pétk. (B+C)
innen :

2keb.’} a=

~pétk. (B+C) — pétk. A
keb. B . keb.C.
Azonban a’ 23. §. 3. szerint (p=B—+C, (= A levén)
viltoztatolt jegygyel :
Skeb.*Ja— 0 _2pdtk.,§7(A+B-+:C).pk.§ (B+C——A)ﬁ
keb.B . keb.C
innen végre :

‘ —pk.l (A+B~+C).pk.] (B+C—A
keb.}n:—-—:\/ pK.3 pi.y )

keb.B . keb.C

Ambidr ezen képletben o’ gydkérjegy alalti mennyiség
(—) jegygyel dll: mindaziltal az mindig igenleges.
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Mert tudjuk, hogy a’ gbmbhéromszighen, a’ 3 szigletek’
ésszege (A -+ B-+C) mindig tobb 180°-ndl, kivet-
kezdleg :
1 (A+B—+C) > 90°,

ésigy: potk. } (A + B+ C) mindig (—) jegyii; mdr
a’ miitételi (—) jegy sokszoroziatvin a’ pétkebel’ (—)
jegyével, (+)jegyetad.— Tovébbd pitk. 1 (B+C—A),
t.i. o' mésik sokszorozé mindig igenleges, — mert
B-+C— A mindig kisebb, mint 180°, ésigy 1 (B+C—A)
<90, ésigy annak pétkeble mindig (+) jegyit.

64. §.

~ A'63. §-ban kifejtett képleteket is lehet, s szoktdk
¢’ kovetkezd alakban tenni fel (megjegyezvén, hogy
R=1)
potk. A= pétk.a . keb.B . keb.C— pétk.B . pétk. C,
potk. B= pétk.b . keb. A . keb.C— pétk. A . pétk. C,
potk. C.= pétk.c . keb.A . keb.C— pétk.A . pétk.B;
melly képleteket akkor haszndljék, ha valamelly gomb-
hdromszogben eqgy szigletet keresnek, kiadatvdn @ md-
sik két szoglet, s a’ mellettok feked oldal.

65 §.

A’ lehozolt alaptételek elég, sbt felesleges egyen-
leteket szolgdliatnak a' gdmbhdromszigek’ kifejtése
korill eldjobetd minden esetekre. Es a’ lehozott képle-
teket egyenesen, minden nehézség nélkiil alkalmaz-
hatni akkor, ha a’ kérdésben forgd kérivek, vagy szog-
letek 90°-ndl kisebbek. — De hdtha anndl nagyobbak :
akkor mit tegyiink ?
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Figyelmezziink azon szabilyokra, mellyeket a’ 8,
9. §-ban, a’ hiromszigtani figgvények’ algebrai je-
gyeit illetdleg addnk. Ha ezekre pontosan iigyelink a’
szdmitdsokban : a’ kereselt elem’ kifejld jegye meg-
fogja hatdrozni, a’ sziglel' vagy koriv’ mellyik kor-
negyedbe lartozdsdt; — e’ mellelt a’ feladat’ krilmé~
nyeit is figyelembe vevén.

Azonban jegyezzik meg, hogy nagyobb szigletnek
nagyobb oldal van dltalellenében, és viszont. Honnan
kovetkezik, hogy— a’ hdromszdg’ hat részeit elemeknek
nevezvén, — valamelly elem mindig ugyanazon fajla
azon mdsik elemmel, mellynek dtellenében van, —
azaz: ha a’ szoglet = 90° : 1igy a’ vele dtellenes oldal
is==90°; ha a’ sziglet nagyobb, vagy kisebb 90°~nil,
gy a’ vele dlellenes oldal is nagyobb vagy kisebb
90°-ndl, — és viszont.

Mir az ollyan gombhdromszigekndl, mellyekben a’
szoglet, vagy koriv 180°-ndl felebb nem megy, a’
keblek, potkeblek, érintok és potérintdk, mellyek dltal
hatdroztatnak meg minden képleteinkben az elemek,
azon két szoglelre vagy korivre vilethetnek, mellyek
egymdst 180"-ra egésuzitik, ésigy keltds jelentésiik van.
— A’ két egészitdk kozil mellyikre vitessék a’ ki-
fejtett elem : ha az kebellel van meghatdrozva, ukkor
dltalldtni legnehezebb, ’s esak a’ kérilményekbdl tud-
hatjuk meg ; — mert a’ két, egymdst 180°-ra egészitd
korivek’ vagy szigletek’ keble ugyanaz, még pedig
mindkeltore nézve (—+) jegyii. — De ha az elem pét-
kebellel, vagy érintdvel, vagy pétérintdvel van meg-
hatérozva : annak () vagy (—) jegye megmutalja,
alalta van-e 90°~nak, vagy felette; tudvén, hogy ha
a’ potkebel, vagy érintd, vagy pétérinld (+) jegyii:
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akkor az annak megfeleld elem 90°-ndl kisebb; — ha
pedig ezen figgvények kozil valamellyik (—) jegyii:
akkor a’ megfeleld elem 90°~ndl nagyobb.

Azonban vannak esetek, foként az égtanban, midon
ollyan hdromszogeket kell kifejteni, mellyekben ez
vagy amaz elem, sziglet, vagy cldal, birmind nagy-
ségu lehet O-t6l egész 360°-ig. Ezen esetek’ kifej-
tésében sincs semmi nehézség, ha a’ figgvények’
illetd algebrai jegyeit pontosan tesszik fel, és a’ ki-
riilményekre figyelmeziink. A’ szémitisokban e’ kivet-
kezd (mér fentebb ugyan eldadott) szahélyokhoz tartsuk
magunkat :

1) A’ kebel (—+) jegyit, ha a’ megfeleld elem, 0 és
180" kist esik ; ellenben (—)jegyd, ha as elem 180°~t
tilhalad.

2) A’ potkebel (—) jegyii, ha & megfeleld elem
90° és 270° kozt esik ; — ellenben (+) jegyd 270°-
0l 90°-ig. '

-+ keb. A

¥ potk, T : mnep ldtniva-

16, hogy az érinld’ jegye & kirilet' minden kivethkesd
negyedében vdltosik ; jelesen () jegyit as, az elsé és
harmadik kirnegyedben, — ellenben (—) jegyd o’ md—
sodikban és negyedikben.

4) A’ potérintok’ ssabdlya épen az, mi as érintdké ;
mivel

3) Mivel érintd A =

1
it A—=—-— - == ‘
érint. A -, és: pitér A Sl A

Ezek szerint, ha valamelly elem, valamelly képlet
dllal meghaldrozlatik : annak értéke mindig kéiféle
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lehet, ’s o' korilmények mutatjdk meg, mellyiket kell
venni. P.o.

1) Hakeb.x==-+a: ezen kebel szintigy vitetik az x
korivre, mint annak egészitdjére (180-x). Ks ha keb.x
=-=-a: ezen kebel szintigy vitetik a’ (180" ~+ x)re,
mint a’ (360°—x)re.

2) Ha potk. x =~ b: nem tudjuk, ha csak a’
feladat’ korilményeibdl nem viligos, hogy az x a’
koriilet’ elsd kornegyedében van-e, vagy az utolsé-
ban. — Es ha potk.x =—— a: nem tudjuk, ha az x a’
mésodik kirnegyedben esik-e, vagy a’ harmadikban.

3) Ha ' szdmitdsban kijé : érint. x = —+ ¢: ezen
érintd szintigy illeti az x korivet, mint a’ (180°+x)et;
— ¢és ha: érint x = — c: ezen érintd szintigy illeti
a’ 90° és 180° koxott esd, mint 2’ 270° és 360° ko~
zitt esd korivet.

De ha érint. x = —'}: akkor az illetd koriv szo-

rosan van meghatdrozva. Mert ha van -+ m, -4~ n: gy
x < 90°; ha van + m, —n: akkor x >90°; ha van
— m, — n? figy x > 180°; végre ha van — m, + n ¢
akkor x > 270°.

Ezen szabdlyok konnyiik, kimeritdbbek, 's czél-
szeriibbek , mint sok mérlani munkikban talathaté, bo-
eyolodott, 's gyakran csalé képletek.

HARMADIK CZIKKELY.
As egyenes—ssogi gombhdromssigel® kifejtésérdl,
Legyen az ABC gombhiromszigben (id. 12.) a' B

sziglet egyenes,— az A, és C hajlottak. A’'B szdglettel
dllalellenes—, vagyis a’ feszes oldalt nevezziik h-nak,
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— az A és C szogletekkel dltalellenes oldalokat pedig
megfeleldleg @, b-nek. Az 5 elemek kozil t.i. A, C,
h, a, ¢ — kettd kiadatvén: a’ hdromszog’ kifejiése koriil
10 kiilonbozd eset johet eld; de mivel azok koziil
némellyek hasonfajtdli: a’ lehetd kiilonbozd eseteket
hat feladathan kimerithetjiik.

66. §.

yI-30 feladat.’ Adatvdn & fesses-oldal b, és egy
hajlott szioglet C : kikeresni &' mdsik két oldalt a, és ¢,
~ és as A hajlott szogletet.
Erre nézve imezek az egyenletek :
keb.h . pétk. C

I. Alaptét. keb. ¢ = R i
érint. h . pétk.

IV. Alaptét. érint. a — —— h dek c ;

6tk.h . érint. C

VI. Alaptét. péiér, A = P = érint, C ;

Ezen 3 kepletek, a’ hiromszog’ teljes kilejtését adjdk;
¢és nem marad semmi kétséges; mert a' ¢ oldal ax
dtellenes—kiadatott C szoglettel ugyanazon fajta; az a
oldal’ és A szbglet’ fajtija pedig, az ezeket meghatd-
rozo, kiadatott elemek dltal meghatdroztatik.

A’ kifejtés épen igy torténik, ha a’ C szdglet he=
lyett az A adatik ki, — csak a' betiik fognak véltozni.

67. §.
ywlI-dik feladat** Adatvdn a' fesses-oldal h, &3
egyik mellék-oldal, a: kikeresni as A és C hajlott ssig-
leteket, és @’ ¢ melidkoldalt.
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~ R.keb.a
I Alaptét. keb. A = T,
int.a . potér.
B A i aR PR
~ R.pétk.h g
II. Alaptét. potk. ¢ = T potk.a.

A’ keresett elemek’ fajtdi a' kiadottakéi dltal meg van-
nak hatdrozva.

Ha az a oldal helyelt a’ cadatik : a’betiik’ felcserélése
mellelt, a' kifejtés ugyanaz lesz.

68. §.

wllI-dik feladat** Adatodn & két mellék-oldal, a
és c: kikeresni o feszesoldalt h, és & hajlott ssoglete~
ket A és C.
pétk.a . potk.c

L. Alaptét. pétk. h = R :
{ R.érint.a |

V. Alaptét, érint, A = T B
: R. érint.C

V. Alaptét. érimt. C = g O

a’ fajokrdl nincs semmi kélség.

69. §.

wIV-dik feladal** Adatvdn az a mellékoldal, és as
dlellenes A szoglel : kikeresni o tobbi 3 elemekel,
h, C, és C. !
R . keb.a
I. Alaptét. keb.h =

keb. A 3
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R . érint. a
V. Alaptét. keb. C = m 5
R . pitk. A

IV. Alaptét. keb. C == Tétk.a.

Ezen kifejtés a’ kéles esetek kozé tartozik ; — a’ 3 is—
meretlenek mind keblek dltal hatéroztatnak meg; — de
azon értéket kell eleibe tenni a' mésiknak, melly inkébb
egyez azon elvvel, miszerint a’ C szoglet, a’ ¢ oldallal
egyfajta tartozik lenni.

A’ megfejtés ugyanez lesz, ha a’ C szoglet ’s vele
atalellenes ¢ oldal adatile ki, — csupdn a’ betiik vdl-
toznak,

70. §.

o V-dik feladat** Adatodn egy mellékoldal a, és o
melletle esé ssoglet C: kikeresni & tobbi 3 elemeket,
h, c és A.

I1. Alaptét. pétér. h = R.pétk.C  pdtér.a.pk.C

érint.a =~ R
keb.a %érint.C
V. Alaptét. érint. c — —e_'?l-‘_éi“_q;
otk.a . keb.
IV. Alaptét. potk. A = —2 ; o

a’ fajokra nézve nincs semmi kélség.

71. §.
wlV=dik feladal.** Adatvdn & hajlott ssogletek, A és
C: kikeresni & 3 oldalt, h, a, c.
potér. A. pétér.C
R ?
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R.pétk A
| IV. Alaptét. pétk, &= e v ' ma
: R. pétk. C
IV, Alaplél. Pé“( Cc = ———k—err 9

A’ fajokra nézve nincs semmi kétség.

NEGYEDIK CZIKKELY.
Bdrmi nemi gombhdromsziogek’ kifejlésérdl.

Itt is a* hdromszogek’ kifejiését hat feladatokban ki

fogjuk meritni.
72. 8.

1180 feladat.** Adatodn két oldal AC=b, és AB=c,
's as egyik adott oldallal dtellenes B sziglet : kikeresni
a' 3-dik oldalt BC=a, és &’ tobbi két szigleteket A
és C. (id. 13.)

1) A’ C szdgletet kbzvetlenﬁl kikereshelni az ide~
tartozé I-s6 alaptétel’ egyenletén (55. §.)

L SR keb.B . keb.c

keb.b

2) Hogy a’ BC==a oldalt kikereshessiik : ervsz-
sziink red, az dtellenes szogletbdl, AD fiiggonyt,— vagy
ha szikség, eresszilk azt ezen BC oldal’ folytatdsdra.
A’ BC oldal annyi lesz, mint a’ fiiggony melletti két
darab korivek’ dsszege, vagy illetoleg kiilonbsége. Ks-
igy ezen két darab koriveket, BD és DC, kell kike-
resni. — A' BD-t kikeressiik a’ BDA egyenesszigii
gombhdromszoghben, az ezeket illetd I/-dik alaptétel

szerint, igy:
érint. BD ==

potk.B . érint.c
R 9
a’ CD-t pedig o’ l11. alapt. szerint:
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tk.b . .
potke. 0D — PO '; Mﬁ"‘i" Bea i
8) Az A sziglet = BAD + DAC. Esigy ezen két
szogleteket kell kiilon kikeresni. A’ BAD sziglelet meg-
laldljuk az cyyenes-sz.hdr.ss. VI. alapt. szerint, igy :
pétér. BAD — R .'pdtk. . potk.c . ér.B :
potér. B R
A’ CAD szogletet pedig meglaliljuk a’  bdrminemd
hdr.ss. II. alapl. szerint igy :
ér.c . pétk. BAD
ér. b ;
Az ismeretlenck fajtdira nézve nincs semmi kétség.

pétk. CAD =

73. §.

y»II-dik feladat.** Adatodn két oldal, a, és c, s
@ kostok esé ssoglet B: kikeresni &’ 3-dik oldall b, és
o’ mdsik két szogletet, A és C.
1) A’ b oldalt kikereshetni o kovetkezd képlet
szerint (62.§.):
pétk.b = pétk.a . pétk.c —+ pétk.B . keb.a . keb.c.
Vagy pedig az dtellenes szoglethdl fiiggonyt ereszt-
vén a’ BC oldalra, — kiszémitjuk a’ DB darabot, mint
elobb, 's kivonjuk azt az ismert BC-bdl, vagy illetdleg
hozzaadjuk, -— 's lesz = CD. Akkor az ismeretlen ol-
dalt b, kikeressiik igy: (57. §.)
potk. ¢ . potk. CD
pétk. BD.
2) Epen az elobbi szerkezet’ nyomén : miutdn a'
BD és CD darabok ki vannak szdmilva: kikeressik a’
C szigletet (59.§.) igy:

potk. b =
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poétér. B . keb.CD
potér.C = keb.BD

8) Epen illy médon kereshetni ki az A, harmadik
szogletet.

A’ fajokra nézve nincs semmi kétség.

4. §.

wlll-dik feladat® Adatvdn hdrom oldal, a, b, c:
meglaldini u’ 3 szogletet, A, B, C.
Erre nézve (61. §. szerint) ezek a’ képletek :

keb. (s—b) . keb. (s—c¢
keb. } A = \/ e
/ keb.b . keb.c

keb. (s—a) . (keb. (s—c)
keb. a . keb.c \J

keb. (s—a) . keb.(s—b
keb, } C = ) .
keb. a . keb.b

mellyekben s = } (a + b+ ¢).

keb. } B =

75. §.

wIV-dik feladal.“ Adatodn két ssogletek A, és B,
a’ melletiok fekod c oldallal : kikeresni & 3-dik szig—
letel C, és a’ tobbi oldalokat, a, b.

1) A’ C szoglet’ kikeresése végett: keressiik ki
eldbb a’ BAD szogletet , mellyet az A-bél lecresatett
AD figgony képez, — az egy.sz.h.sz. VI. alapt. sze-
rint igy:

potér. BAD =

polkc.ér.B R.pétk.c
R " pétér.B
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Mér ismervén BAD-t: tudva lesz o’ CAD szoglet is,
melly = A — BAD. — Mir a’ C szogletet kikeressiik
(bdrmin. hdar.ss. II1. alapt.) igy:
potk. B x keb. CAD
keb. BAD
De ki lehet @' C szogletet keresni egyenesen is, 64, §.
szerint igy:
potk. C = pétk. ¢ X keb. A X keb, B-—-pdtk A X poik. B.
2) A’ két oldalok kozil egyiknek, p o. a’ b-nek
kikeresése végett, elobb kikeressik a’ BAD szogletet
(egyen.hrss. VI. alapt. szerint) igy :
R . potk.c potk.cxér.B
TipdnBy R i
azulin megtalaljuk a’ b oldalt ezen egyenleten (bdrmin.
hrsz. 1. alapt.)

pétk. C =

érint. ¢ . pétk. BAD

érint, b = pétk. CAD.

76. §

V~dik feladal* Adatodn két ssoglet; B és C,
¢és az egyikkel dtellenes oldal, b: megtakilni & mdsik
két oldalt, a, c, és @’ 3~dik s2ogletet; A, '
1) A’ ¢ oldalt, melly a’ C szigleitel lialellenben
van, kikeressik igy: (bdrmin. hdrsz. I-alapt.)
keb. bx keb. C |

keb. ¢ == e
" keb.B

2) Hogy az aoldalty melly a' két adott szioglet
mellett fekszik, megtaldthassuk: eldbb kikeressiik @’
BD darabot (egyenss. hirss. I1. alapt.) igy:

IIl. Rész. Héromszaglan, 6
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6tk B ér.
ér,BD = P X0

és a’ mésik CD darabot (bdrmin. hrsz. V. alapt) igy:

keb.CD — er.B'xkeb. BD _____pdter.fJ'xkeb.BD,
ér.C. potér. B

és ekkor meg van taldlva az ¢ = BD + CD.

3) A’ 3-dik sziglet A, annyi mint > BAD és CAD
szogletek’ osszege, vagy illetdleg kiilonbsége; ésigy
ezen szogleteket kell kiilon kiszdmitni, € kovetkezd
képleteken :

(54, §.) potér. BAD =

pétk. ¢ % ér.B

R ey
6 tk. BAD
(56. §.) potk. CAD — — °>:rpi A

De miutdn mdr az a oldalt kikerestiik, egyenesen .is ki~
kereshetjiik az A-t, a’ 64. §. szerint, igy:
potk. A =pdtk. a X keb.B x keb, C— pdtk. B X pétk.C.

. S

s VI-dik feladat. Adatodr 3 ssoglet, A, B, C:
kikeresni & 3 oldalt, a, b, c.

Erre szolgdlnak e’ kovetkezé 3 képletek (63 § -
bdrm.hrsz. VIL. alapt.)

—pk. (A+B—+C).pk.] (B+C—A)
keb.ja=
keb. B x keb.C

oy 'b—_—_\/ —pk.}(A+B+-C) . pk.1(A--C—B)
’ keb.A X keb.C
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—pk.1 (A--B~+C) . pk.1 (A+B—C)

keb.,}c=
keb. A x keb.B.

Jegyz. A' gombhiromszogek® eldadolt kifejtésében szembeliind,
hogy akirmelly elem legyen ismeretlen, meglehet azt hata-
rozni kovetleniil, vagyis az adott elemekhbdl egyenesen. —-
Azonban, middn a’ gombhdromszdg® tobb elemei keresenddk :
nem szilkség mindnysjdt kilondllslag csupén az adottakbdl .
batirozni meg, — hanem miutin a’ keresendokbol egyet
megtaldltunk , azt a® tobbiek® kereséschen mdr, mint adottat,
hasznalhatjuk, — s igy tovabb, )
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Bevezetés.

1.8

Az egyenes vonal csak egy-fajta lehet, — mint
annak természetébol viligos, — ’s tobb egyenes vona-
lak csak hosszasigukra és fekvésiikre nézve lehelnek
kiilonbozok. Ellenben a’ gérbe vonalak temérdek fajtdk
lchetnek , mellyek mind killonbozd természetiek 's
szerkezetiiek Ezck kozil a’ mértanban csak azokrdl
lehet sz4, mellyek bizonyos és hatdrozott szibalyok
szerint szerkestelnek. Ezekel nevezik ssabdlysseri
gorbe vonalaknak, az ellenkezdket ssabdlylalanoknak.

Ambar dltaliban a' girhék’ tana a’ felsbbh mér-
tanba tartozik : mindaziltal, mivel azon gorbék, mely-
lyek a’ kipon toriénheld szelések dllal szirmaznak,
az alkalmazolt mértanban felette hasznilatosok ; azon-
ban azok’ kilejlésére az elemi mérlan elégséges : czél-
szerii lesz itt azokrol valamit tanulnunk.

6'
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2. §.

A’ gorbék altaliban, s igy a’ kipszeletek is, egyen—
letek dltal hatiroztalnak meg, mellyek a’ hatdrozal-
lanokhoz tartoznak. Mdr a’ szerint, a’ mint ezen egyen—
letekben az ismeretlenek, mésod-, harmad-, vagy még
felsdbb hatvényon jonek eld: az ezen egyenleteknek
megfeleld gorbék is mdsod-, harmad-, vagy még fel-
sobb rangliak. — A’ kovetkezokbol ki fog tetszeni,
hogy a’ kiipszelelck mind mdsod-rangi gorbék.

3.§.

Ha' az egyenes korkip valamelly siklap dltal ke
resztiil melszetik, birmind fekvése legyen a’ melszd
siklapnak, a’ kip’ feliiletén gérbe vonal szdrmazik ;
kivevén azon eselet, ha a’ meltszd lap a’ kip’ ten-
gelye’ irdnydn megy, — mert akkor a’ melszd lap egy
egyenessziru sikharomszog. — E’ szerint a' kor is
kiipszelet, vagyis mdsodrangi girbe. — Azonban kip-~
szeleteknek sajdtlag azon hiromféle gérbéket nevezik,
mellyeket a’ pergai Apollonius—kr. e. III-dik szdzadban
— fejtett ki elsoben, — mellyek is ezek : korkor (el-
lipsis), mentelék (hyperbola), és hajtalék (parabola).—
A’ korkor, mint kipszelet, az egyenes kip' derckdt, a’
fenékkel nem egykozileg keresztiil metszd hosszudad-
kerek siklap’ parkinyozata.— A’ mentelék, az egyenes
kiip* oldaldhél, a” tengelylyel egykozileg, ésigy a’ fenékre
fiiggblegesen levighalé szelet’ sikjinak pirkdnyozata ;
melly sikon, ha az felfelé¢ tovabb folytattatik, és az
egyenes kip’ hegyire egy mdsik egyenld kip figgd-
legesen, hegyivel, ésigy felforditva dllittatik, ezen
ulobbi kiphél is, az elobbi mentelékkel egyenld, de el-
lenkezd felivésii mentelék fog dllanis ’s e’ két megfleleld
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‘mentelékek’ figyelembe vétele, az illetd szabdlyok’ ki~
fejtésére szilkséges. — A’ hajtalél, az egyenes kip’
tomegéhodl, annak egyik oldaléval egykozileg vigott
szelel’ sikjdnak pdrkdnyozala. Ldssunk ezekrol kilon=
kiilon, Y

ELSO CZIKKELY.
A’ korkor-r6l (ellipsis).

4.8

A’ korkor ACBDA (id.1.) ollyan dnmagsba vissza-
térd, ’s igy udvar-teriletét teljesen bezdré gorbe vonal,
mellynek azon tulajdona van, hogy ha rajta akdrhol
felvesziink két pontot, mint G és C, ezek koziil egyik-
nek az udvarteriiletben levé két bizenyos pontoktdl F
és f, mellyek gyilpontoknak, vagy gdcsoknak (focus)
neveztetnek , Osszeges tdvolsiga épen annyi, mint a’
mdsiké. T.i. GF —+ Gf = CF + Cf.

Az AB és CD vonalak, mellyek a’ korkor’ legna-
gyobb hosszdt és szélességét mérik, neveztetneknagy-
és kis lengelyeknek. Ezek fiiggdlegesen dlluak egy-
mdsra, — 's 8’ korkor’ kozép-pontjan egymést két-két
egyenld részekre osztjdk. — A’ gécsok F, f, o’ magy
tengelyen esnek, az E kozép-ponttél egyenld tévol-
sagra. A’ nagy tengely’ két végpontjai A és B, fefo-
pontoknak neveztelnek. — A’ korkor' idoma figg a’
két tengelyek’ hosszdtdl, és a’ géczok’ hol-esésetdl.

A’ két gbczok a’ megfleleld tetdpontoktdl egyenld
tdvolsdgra esnek. Mert

EA = EB,
kivonvédn: EF = Ef
lesz: AF == BI.

d. 1.
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5. §.

A’ korkor® bdarmelly G ponljdnak, @' két gdesoktoli
tdvolsdga dsssevéve annyi, mint a’ nagy tengely.
Ugyanis : a’ kérkor’ adott fogalma szerint, birmeily
rajla levd két pontok’ gdczoktoli tivolsiguk’ dsszegei
egyenlok; — ésigy ezen szabdly ald esnek a’ tetd-
pontok is. Ehhez képest:
GF + Gf = AF + Af = AF 4 AF+FI.
azonban : AF == BF,
ésigy: GF + Gf = AF + Ff + Bf=AB;
ugyanezt lehet megmutatni minden t6bbi pontokra nézve.

6.§.

A’ kirkor’ ezen 3 elemei: o’ nagy — és kis tengely,
és a’ goczok, nem mind onkénylesen felvehetlk ; hanem
egy esek kozal mindig o® mdsik kettd dltal feltéte—

lestetik.
1) Ha a'nagy és kis tengelyek AB, CD kiadatnak :

ezek dltal az F és f goczok’ helye, vagy az EF és Ef
vonalak’ hossza, — melly a’ kirkor® ayultsdgdnak (ex-
centricitas) neveztetik, — meg van hatdrozva. Mert az
FCE egyenesszogii hdromszighen, a’ CE mellékoldal
=1/, kistengely ; FC = AE =1/, AB = 1/, negy
tengely. Mar
FE* = (UF)* — (CE)?
vagy: FE* = (%, AB)* — (% CD)",

és: FE = \/ (1,AB)* — (V/.CD)?
azaz: @ gics’ koséppontlili tdvolsdga, vagyis @& korkor’
nyullsdga, kijo, ha & (félnagytengely’ és félkisten—
gely’ négylegeinek kilonbségéhil néayleggyokér vonalik.
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2) Ha o' nagy tengely, és a’goczok’ helyzete kia-
daik : ez dltal ‘2’ kis ‘tengely CD meg van hatdrozva.
T.i. az imént mondottak szerint : :

CE' = CF° — FE’
vagy CE’ = '/zABzv By,
és: CE? = \/ 1,AB* — FE*
vagy: CD et 3 \/1/2 AB’® — FE*. azaz: sat,
3) Végre ha a ’ kis tengely, és &’ géczok’ helyzete ki~

adatik : ez dltal a’ nagy tengely AB, meg lesz hatd-
rozva. T. i

Eid

FC’ — CE® + FE’,
("2AB)*=("/2CD)* + FE,
Y, AB = \/ (140D +FE°,

AB=2 \/(1/201))2 ~+FE’.
Kovet. A’ korkor® szerkesziése végelt tehdt, ezen
8 elemek koziil kettonek kell kiadatni.

R
A’ kistengely' fele, kisépsseres egyik gbcsnak o' ket
tetéponloktoli tdvolsdgai kizitt.
Ugyanis, a’ mondottak szerint :
CE’ =FC’ — FE’,
vagy: CE® = AE’ — (AE—AF)?
vagy: CE’ = AE’ — AE’ + 2AE.AF — AF",
vagy: CE® = AB. AF —XI‘:Z,
vagy: CE’ = AF . (AB—AF),
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vagy: CE . CE = AF (AB—AF);
ezen egyenletet ardnyba tevén:
AF: CE = CE : AB—AF
vagy: AF: CE = CE: BF,
Esl kellett megmutaini.

8 §.
A’ nagy és kis tengelyhez harmad-ardnyos vonal,
neveztelik gocshérnak (parameter), ’s p betiivel jelol-

tetik. [gy tehdt, ha nagy tengely —a, kistengely =
b: lesz: ;

a:b=b:p,/
b2
innen: p = o
és: ap =b?

Tovdbbd ha AF = s: tigy a’ 7. §~ban lehozott ardny
igy lesw:

s: Vob=1,b:a—s
innen : '4b? = (a—sj.s
vagy: b? = 4(a—s) . s,
igyde: b2 = ap,
ésigy: ap = 4 (a—s). s =4as—4s2,
azaz: a’ nagylengelynek gdéczhirrali sokszorozmdnya

négyaklora, mint a’ gécznak o' két tetdpontoktoli td~
volsdgainak sokszorozmdnya.

4(a—
Kovetk. Innen : p == ____(“.___8)__?_
4as—4s?
—a — } +hasonlélag :
ap = 4as — 4s?
- 1oy

’

vagy: p=
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9. §.

Minden fiiggdleges vonal GH (id. 1.), melly a’ kir=-
kor' barmelly pontjirél a* nagy tengelyre eresztetik,
rendssdl-nak (ordinata) neveztetik, — és a’ nagy
tengely’ két részei, AH, BH, mellyekre a' rendszdl
dltal osztatik , metssékeknek (abscissa). Rovidség vé~
gett legyen a’ rendssdl =y, és a’ metszék=x.

Fentebb médr lattuk, miként hatdrozzdk meg a’ kor—
kort a’ két tengely és o’ gécuok; —'s kovetkezdleg ha ki~
adatnak azok, bel6lok a’ korkort lehet szerkeszteni. Most
mdr ldssuk, hogy ha kiadatik a' két tengely, — ’s
azokbdl a’ géczhir kiszamittatik : miként lehet ezekbdl
a’ krkor® barmelly pontjénak hovéd esését, vagy mds
széval, a'korkor’ barmelly pontjénak megfeleld rendssdl’
hosszdt kiszdmitni.

10. §.

A’ korkor’ bdarmelly pontjdnak megfeleld rendssdl’
egyenlele imes:

y=% \/px—- P:,

azaz: a’' rendszil (y) kijo , ha kiadatvin a' két tengely,

b2
(a, b), azokbdl a’ géezhiir (p) kikerestetik ( g I L

~— ezzel birmelly felvett metszék' (x) négylege sok-
szoroztatik, ez a’ nagy tengelylyel (a) elosztatik, ezen
hédnyados, a' géczhir’ és metszék’ sokszorozminy#bol
kivonatik, és ezen maradékbdl négyleg-gyokér vo-~
natik.

Ugyanis: legyenek :

. x
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AH = x GF = =5 FH=x =38
HB = a—x Gf =a—z2 fH=a—x—39§

Mir: o GFH és GIH haromszigekben:
(0):. .+ GH® ==GF* <« FH
OO - e T

vagy az elobbi elnevezések szerint :
(0 ++.0s .y =22 —~x?+ 25X — 8?

.

™) , )8 —2nz- 22 — a? + Rax ~ x?
v ...o.o? +2as...2xs--8’; ‘

| 22— x2 4 25x—82 =
innen:.{ —a?— 2az -+ z2 —a?— zn—xz*ws
"Ihyss! ~ 2x8 — 82,

2ax -+ 2as — 4xs

mnen: z = %a
i ax -+ as — 2xs .
a
a2x 2—+a22—+4x 2% 2+-2a 2xs—Jax %s — daxs?
6s: 22=— ' o ~

Mér a’ 22 ezen értekét helyettesitisiik a’ fentebbi (o)
egyenletben ; és vegyiik egy mevezdre :

ax2—+ a2s2 - 4x%2 4 2a?xs — 4ax’s —

y 4axs? — a2x? 4 2a%x —as?

y? 4x282 «+ 4a’sx — 4ax?s — 4axs?
— =

i (4as—4s?) . ax -4—__(‘4as—-4§3)_ g Fo X8

]

Y

a?
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(4as—4s?) . (ax—x%)

by a?
Azonban a' 8. §. szerint : !
4as — 4s? = ap, ésigy:
a P (ax — x?%)
YO T ARy
$ a’px — apx’ apx — px?
v a2 X a
px?
y2 = pX — a o

innen végre :

px?
y—i—\/px M Tt

Est kellett megmutatni.

A’ jelen esetben vala FH = x — s. — Ha pedig
a’ GH, az F és A kozt huzatik: akkor FH == s—x.
De ez a’ szdmildsban semmi viltozdst nem sziil; —
mert ezen kifejezet négyleg-be j6, — mdr pedig ott
mindegy akér (x—s)2 akdr (s - x)2, mindkeltd = x?
- 28X -+ 82,

A’ gyokérjegy eldtti keitds (+) jegy azt jelenti,
hogy minden metszéknek két rendszal felel meg, mely-
lyeknek mennyiségok egyenld, — de helyzetilk, a’ nagy
tengelyhez képest, ellenkezd, — egyik annak felelte,
mésik alatla,

i1. §.

A’ nagy tengely’ A és B kél végpontjaindl o' rend-
sadl — o.
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Ugyanis : az A-ndl x = o, ésigy

Y=Vpno‘"

Ellenben a’ B-nél x = a, ésigy

¢ Pag
Y ——

12. §.
Mivel (8. §. szerint) ap =b?; és ap=—4as — 43?: ha
ezen egyenletben: (10.§.):
ap (ax —x?)
al
az ap’ ezen értékeit helyettesitjiik : két ij egyenletet
nyeriink : u. m.

= 0,

\/pa -~ pa=o0.

=

b? (ax—x?) b2 b2
2 ——__.. s s
TN a2 = . ([@ax—x?)= (a X).X.
(4as—4s?). (ax—x3?) 4asl—-4s2
és: y2= 3;(— wrigg (ax—x?2),
13. §.

Ila figyelemre veszink t6bb egyenes-szogl egy-
kozényeket, mellyeknek keritéseik egyenldk: azoknak
udvar-tartalmuk, vagyis talp-vonaluknak magossdg-
vonalukkali sokszorozmanyuk, annyival nagyobb less,
minél kisebb a' kiilonbség ezen két vonalak kozott;
ellenben minél nagyobb koztok a' kilonbség , anndl
kisebb ama sokszorozmény, Innen azok kiat, a’ négy-
leg’ udvara legnagyobb. — Ha a’ talp birmind nagy
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_is, de ha a’ magossdg = o: gy az udvar=o. Minél
inkdbb nd a’ magossdg , ’s minél inkdbb kozeledik
annak mennyisége a' talpéhoz: anndl inkdbb nd az
udvar, vagyis ezeknel sokszorozmdnyuk. A’ leg-
nagyobb kiilonbség’ esetében tehdt a’ sokszorozmény
=03 ésigy a’ legkisebb kiilonbség, vagyis az egyen-
16ség’ esetében @’ sokszorozmény legnagyobb, — Igy
ha valamelly szdmot két két részekre tobbféleképen
szakgatunk, a’ két két részek’ sokszorozmdnya annal
nagyobb lesz, minél inkdbb kozelitnek a’ részck egy-
miashoz, — legnagyobb, ha a' részek egyenldk, p. o.
24-ct ha elszakgatok részekre : o + 24, ezek’ sok-
szorozmdnya 0 X 24 = o, tovdbba 1 + 23, ezekbdl
1x23=23, és 2+ 22, ezekbdl 2X22—=144, to-
- vabbd 8-+16 ezekbdl 8 X 16 = 128, tovabbd 12 + 12,
ezekbdl 12 12 =144.

Ebbdl ldtnivalé, hogy midén a’ nagy tengely két
metszékre osutatik, x, és a— x; ezeknek sokszorozmd-
nyuk annél nagyobb, minél inkébb kozelitnek ezek egy-
mdshoz ; legnagyobb, ha egyenldk, t.i. ha x = a—Xx.
E’ szerint azon fentebbi (12.§.) egyenlethen.

b2
Y= nIr (a—x)x

az y*,’s innen az y is anndl nagyobb lesz, minél inkdbb

kozelitnek az egyenldséghez ezen két sokszorozik,

a—x és x; — legnagyobb akkor, ha azok egyenldk.

Azonban ha azok, t. i. a’ nagy tengely’ metszékei

egyenik: ugy egyik egyik annyi mint félnagy tengely,
1

X=q — X= —
a
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Es ezen esetben :

i i g B o
Vol nap camipng
g A drinoigg.
gy: Y o 4a2 3N 4
b
és: y= oS
azaz : ha a’ metszékek egyenldk : ugy a’ rendszdl =
fél-kistengely.

Kovetk. 1) A’ rendszdl nb: minél inkébb nd a’
metszék, a’ tetdponttdl, a’ kozéppontig. OUt a’ rendszil
legnagyobbh, ’s == fél-kistengely; azontil minél inkabb
nd a’ metszék, anndl inkdbb fogy a’ rendszal, — mig
a’ mdsik tetdpontndl elenyészik.

Kovetk. 2) A’ fél-kistengelyto]l kétfelol egyenld
tdvolsdgra esd két rendszilak egyenlok. Innen a’ kis-
tengely a’ korkort két egyenl részre osztja.

14. §.

Akdrmellyik goczba ereszlett rendssdl , ann;;i mint
fél goczhii.

Ugyanis ezen esethen: x=s,

ésigy: y2>=ps — —}%t-
) 4as — 4s?
igyde: p =, —- FTTT (8. §.)
7 4as? — 4s? 4as3 4+ 4s!
ésigy: y*== 3 . e 5
4a%s? — 4as? — 4as? <+ 4s!
vagy: y?=

a?
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4a3> — Bag® + 4s?

yi=

a:
\/ 4a%s? — 8as® —+ 481
innen: y ==
a2
2as—2s3
vagy: y = e ‘; (L 8. §. kov.)
5. §.

A’ gocsnal, & hozsd kozelebb esd teldponttoli ld-
volsdga mindig nagyobb, minl & gocshir’ egyne—~
gyedrésze ; 8 > —%—-

Ugyanis: a’ géczban
2

s
y: =78 — _Ea—_’ (14. §.)

Ugyde ugyan a’ géczban :

innen :

mindkét részt elosztvin p-vel:
P s?

et — 3 R

4 a

Esigy s nagyobb mint —%, i ~val.

ITI. Rész. Kupszelellan. 7
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16. §.

A’ kidionbosé nagysdgi rendszdlak’ négylegei gy
vannak egymdshos : mint az dltalok képselt metssékek’ -
eqymdssali sokszorozmdnyai.

Legyen egyik rendszil = y, mdsik =u. Az y dltal
képzett metszékek : x és a—x; — az u dltal képzet—
tek: t, és a—t. Illy ardny 4ll:

px* . pv

a :pt—. a

Y2: u?=px — >
az ulols6 viszony’ mindkét tagjait a-val sokszorozvin :

2 t2
y?: u?=apx — _a_ax tapt — 2P

9
a

vagy: y?: u?=apx — px*: apt — pi*;
ismét ugyanazokat elosztvdn p-vel:
y3: ui=—ax — x? : at —12
vagy: y*: u2=x(a—x): i (a—t).
Est kellett megmutatni.
Ugyanezt a’ tértanban, a> kort illetleg is meg—'
mutattuk.

17. §

A’ rendszdl’ négylege as illeté metssékek’ sokszo-
rosmdnydhoz gy van: minl &' kis lengely’ négylege, @
nagy tengely’ négylegéhes; L. i.:

Y2 ax—x2 =D0?: al
Ugyanis :
b2
y o (ax—x?), (12.§.)

innen: a*y? = b%, (ax—x?*);

Y
-
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ezen egyenletbdl ardnyt csindlvin :

yz: ax—x?=Db%: &’ ..
Eat kellett megmutatni.

18. §.

Ha o kis tengelyre hizalik rendszdl, p.o. Gh:
ennek négylege , -azs ilteni két metszékek’y Ch, és hD
sokszorozmdnydhos igy van, mint @’ nagy tengely’ négy-
lege & kis tengelyéhes; t. i.

Gh®: Ch X hD = a2: b?

Ugyanis : Gh = HE = —%— X,
" e e
ésigy: Gh® = l:l — ax + x2;
tovdbbd : Eh = GH = y;
Gpy | b bl o

2

b
és: Dh = S .3

2

kovetk : Ch X Dh — %_. Y

Azonban meg lehet mutatni, hogy helyes ezen ardny :
a2 b2

'—4“ — ax--x?: —Z— — y? = a%: b2,

mert a’ szélsd tagok’ sokszorozmdnya egyenld a’ belsd
tagok’ sokszorozmdnydval, t. i.

a2bh? azh?
ba ks A VR S TN 7 HEHN

&, i il
és: b? (ax—x?) == a?y?, (i7.§)
7'
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a’ fellett ardny pedig masként igy van:
Gh': Chx hD =a?: b.

19. §.

Valamint a’ 8-dik §-ban, azon eseire, ha a’ nagy
tengelyen vétetnek a’ metszékek, gdcshirnak = p ne-
veztitk azon vonalat, melly a’ nagy- és kis-tengelyhez
harmad-ardnyos, t.i.:

at:b=>b:p:
épen gy, ha a’ metszékeket a’ kis-tengelyen vesszik,
(vagy ezt tessziik metssék-vonalnak), ezen esetben kis-
tengelyi gdczhir = P lesz azon vonal, melly a’ kis-
és nagy-lengelyhez harmad-ardnyos, t.i.:
b:a=2a:P

Ha itt @’ kis-tengely = b, a’ géczhiir = P, a’ met-
szék = X, a’ rendszdl =Y : tehat lesz:

PX?
b

Y2=PX —

Mert a’ 17. §. szerint :
Y?: bX — X*= a’: b*, — kivetkezdleg :

Y a’hX—a’X* & . X —X?
2
o ‘;, = a kis tengely’ géezhiirja = P:
Xb — X? "
tehét — Yz — P " ————i)_—‘ SN PX ey PbX ?

Létnivalo tehdt, hogy mind azon egyenletek, mellyek
fentebb a’ nagy tengelyre nézve kifejtettek, a’ kis
tengely! illetdleg is dllanak; kivevén azokat, mellyek-
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ben a’ géczok jonek eld, — mivel ezek a’ kis-tenge-
lyen nincsenek.

20. §.

Fentebb mondatott, mi adatok kivéntatnak a’ kérkor’
szerkesztésére. Most adjuk hozzé: hogy arra nézve
elég annyiis, ha csak egyik tengely, és a’ géczhir
kiadatik, — mert ez utébbi a’ két. tengelyhez harmad-
ardnyos. T.i. ha kiadatik valamellyik tengely (a, b,)
és a’ géczhir (p): mivel: a: b=>b: p, tehit b>=ap,

3

s innen b = Vap; — és a= -

; — igy egyik ten-

gelybdl és a’ goczhurbol a’ mdsik tengelyt kikeres-
hetjiik.
21. §.

wFeladal.”*  Adalvdn o korkor’ valamelly pontja,
E, (id. 2.): arra érinldt hizni.

Megfejt. A’hizandé vonalnak ollyannak kell lennie,
mellyrek a’ kirkorrel csupdn egy kizis pontja legyen
az E, — minden mds pontjai a’ korkorén kivil esse-
nek. — Erre nézve hizzunk az E pontbdl, a’ két gé-
czokba, EF, Ef vonalakat, — ez utébbit folytassuk,
's legyen EG = EF, — hizzuk a’ GF-et, osszuk ezt két
egyenld részre a’ H-ndl, ’s a’ H ponton kereszltiil
hizzunk fiiggonyt, 1K, ez lesz a’ kivint érintd; —
mert 1) a’ korkor’ E pontja az IK vonalnak is pontja :
2) az IK vonal’ birmelly mds pontja, p.o. L, a’ kir-
kordn kiviil esik. Ugyanis:

1) az elsdt illetoleg : ,\ FEG, mellynek tetdpontja
E, egyensziru; — ennek lalpa’ kozepén fiiggolegesen
megy az IK: ésigy IK a' hdromszig' leldpontjin az
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E-n megy kereszliil; — lehdt az E kozds pontja a’
- korkornek, és az IK vonalnak.

2) A’ mdsodikat illetéleg : ha az 1K vonal’ L pontja
a’ korkoron esnék: ugy LI —+ LI egyenld tartoznék
lenni EF + Ef-el; — vagy, mivel LF = LG (AFLG
egyenszdri levén), és EF=EG, tehdt: Lf+LG egyenld
lartoznék lenni El + EG-vel; ez pedig nem lehetd,
mert a° GLf A két oldaldanak osszege a’ 3-dik oldallal
egyenlo nem lehet. Esigy litnivalé, hogy az L pont a’
korkortn nem eshetik.

Tehdat az 1K vonal’ bérmelly mds pontja az E-n
kivil, a’ korkorrel nem kozos; — tehdt IK a’ kor-
korre érintd.

22. §.

Azon szogletek, mellyeket az érintés’ ponljdre o
goczokbol hizott vonalak, az érintével képesnek, egyen—
2 16k, t.i. <IEF= <KEf. (id. 2.)

Ugyanis : <1EF = < HEG, mert egyensziru
héromszog’ tetdszoglete , figgony dltal van két részre
osztva. — Ugyde <HEG = <KEf, mert csicsszog~
letek. Esigy: < IEF = < KEf. ‘

Jegyz. A’ lit- és hangtanban (opfica, és acustica) megmutattatik,
hogy a' fény- ¢és hangsugarak’ a' mind szoglet alatt esnek
valamelly test’ feliletére, ugyanollyan alatt pattannak arrdl
vissza. — E’ szerint ha valamelly korkoroson bezart térben,
egyik goczban valamelly fényld vagy hangad6 test van, ‘s arrol
a’ korkoros falra féay- vagy hangsugarak mennek: mindezen
sugarak a’ masik goczba verddnek vissza. E’ szerint két sze-
mélyek, kik egy illyen térben, egyik egyik goczban, masik
masikban dllnak, beszélhetnek egymissal, a’ nélkil, hogy mis
meghalland beszédiiket.



KORKOR. 103

23. §.

A’ tengelyrdl as érintdre, as érintés’ pontjdndl hiz—
hats figgony EM (id. 2.), as érintés’ ponljabil a* go-
czokba hizhato vonalak dltal képzett FEf ssogletet két
egyenld részre osstja.

- Ugyanis:
< MEI = < MEK, egyenesek,
igyde: < FEI = < {EK, (22.§.)
egyenldkbol egyenldk vétetvén el, egyenidk marad-
nak :
<_MEI — < FEI = MEK — < {EK,
vagy: < MEF = < MEf.

24, §.

Ha az érintés-pontbdl E (id. 3.) a’ nagy tengelyre,
nemcsak figgény EH, hanem rendssdl is EG huzatik;
és a’ nagy tengely mindaddig nyujtatik,, mig az erintd-
vel, az I-ben, ossze nem ér: az EH’ fiiggd vonalnak

(linea normalis), — a’ GH alfiiggének (subnormalis), és

a’ GI alérintének (subtangens) neveztetik.

25. §.
wFeladat* As alfiggs’ (GH) értekének egyenletét

meglaldini

Megf. Mivel az FEf héromszogben, az EH figgd
az E szogletet két egyenld részre osztja: tehdt:
Ef: EF = Hf: HF,
és: EF -+ Ef: EF = HF + Hf: HF.
Azonban : EF —+ Ef = a,
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és: HF + Hf — a — 2s;
nevezzik EF-et, mint fentebb, z-nek:
lesz: a: 2 =a—2s: HF;
(a—2s).z
e P
Mar fentebb (10. §.) a’ z-nek ezen értéke fejletett ki :
ax -+ as — 2sx

3 == b

a

innen: HF =

ezt az elobbi egyenletben helyeltesitvén :

" a?x —+ a% — 2asx — 2asx — 2as? + 4s’x
a'..’

a’x +-a’ — 4asx — 2as’ + 4s>x

lesz: HF =

vagy : HF = o2

Azonban az alfiiggd GH = HF — FG, — és FG =
X - 8; innen az alfiiggd

, GH = HF — x 4.

Mér ha a’ HF” imént talalt ériékét ezen egyenletben he-

lyettesitjiik :

a’x —+ a’s — dasx — Zas’ 4 4s°x ~
kR FEVELE o R RS
at

a’x + a’s — 4asx — 2as’+ 4s’x — a’x -a’s
N — -
a
2a% — 4asx — 2as® + 4s’x
Gl = ¢
D
GH — (2a — 4x) as % (2a —4x)s*
2
as — s?) (2a — 4x
g - SEERERSe —4x)

a’
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as — s* 2a — 4x
) a

GH =

Azonban 8. §. kovetk. szerint :

gt At ARG
Pl S
¢ as —s’ ap P
mnen : . == B e “Z—‘ .
E’ szerint az eldbbi egyenlet igy lesz:
R 2a—4x  Qap—4px
i S D PN A
_ap—2px ’
b 48 o8
végre :
A a—2x
GH ;= P - *T ’

azaz: ha o’ melszék’ kettdzete o nagy tengelybdl kivonalik,
— ezen maradék o nagy tengely’ keltdsetével elossta—
lifs , — "s @ hdnyados & gdcshirral sokssorostalik : kijé
as alfiiggo. '

26. §.

wFeladat *“ Az alérint® GI értekének egyenlelét
megtaldlm’. (id. 3) " .S

Megf. Az IEH egyenes-szigii haromsziogben, ax
EG =rendszdl = y, a’ feszes-oldalra fiiggbleges, ’s
gy kozép-ardnyos az alfiggd (GH), és alérintd (GI)
kozott ; miszerint :

GI: y = y: GH, vagy

ap — 2px

%

Gl: y=1y:
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- . ap—2px
innen: Gl=y?: ST
y’2a
ap—2px
Ha ezen egyenletben helyeltesiljik az y* ezen értekét :

(10.§.)

vagy: Gl =

apx — px*
Y=
a
2a’px — 2apx®  2ax—2x?
lesz: Gl = % Lo Ao

elosztvan 2-vel mind nevezdt, mind szamlalot :

lesz: Gl = [(a—x)x]: (Voa — x);
azaz: as alérinto kijo, ha o két melszékek’ sokszoros—
mdnya, @ fél nagy tengely— és a’ metssék kozitti ki—-
lonbséggel elossztatik.

27. §.

Minden egyenes vonal EL, melly a’ kérkor' bér-
melly ponijérdl, E, a’ Q kozépponton keresztiil hizatik,
neveztelik a’ korkor’ dimérdjének (diameter); annak
két végpontjai, E és L, tetdpontoknak. Ha az egyik
tetdpontndl , p. E-nél, érintd hizatik; minden ezzel
egykozileg, a' korkorrdl az dtmérére hizbaté vo-
nal NM, az dimérd’ rendssdldnak nevezietik ; az
dtméronek ez dltal vdgott részei pedig, dimérd® met-
ssékeinek. - Tovéabbé ha az emlitett érintdvel egyko-
zilleg , még egy mdsik dtmérd hizalik OP: ezen két
atmérdk egymashoz képest pdros dtmérdknek (dia-
metri conjugatae) neveztetnek. A’ két pdros dtmérok-
hoz harmadardnyos vonal itt is gdczshdr (parameter) ne-
vet visel.
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Ha a’ pdros dtmérdk kozil egyik = a, mdsik= b,
— a’rendszdl =y, — a’ metszék = x, — a' géczhur
== p +ilt is épen azon egyenletek dllnak, meliyeket a’
tengelyekre nézve kifejteltiink.

28. §.

Az cddig mondottakban, a’ metszék’ kezdd: pontjit
mindig a’ tetdpontndl vettik ; — de vehelni azt @’
korkor’ kozéppontjdbol is. Ha a’ kozépponttdl a’ rend-
szdlig esO vonalat nevezzik e’ szerint metszéknek, ’s
ezt u-val jeleljik : gy az eddigi x = }a —u, vagy
== l/,a +u, a’ szerint, a’ mint az » metszék a’ kozép-
ponton innen, vagy til esik. — Ha tehdt az eddigi
egyenletekben az x helyelt, '/, a + u téletik : olly
egyenleteket nyeriink, mellyek dltal a’ kozépponttdl
szdmitott metszékekhez képest szamittatik a’ tobbi
vonalak® értéke is. Igy p. o. ezen fentebbi egyenlet

(12.§)

o

VY= 5 (x—X)
ezen esethen igy lesz:
b'.’ a’.‘
y*=—a2 ‘ 1 ——u-) sal

29. §.

A’ kor és korkor hasonlitnak ugyan egyméshoz, 's
a’korkort nyalt kornek is szoktik nevezni: de ha ezeket
egymassal oOsszehasonlitiuk , kovetkezd kilinbségek
timnek el6 :
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« 1) A'kdrben csak egy tengely van, t.i. az dtméro :
ellenben a’ korkorben két tengely, és végetlen sok
kiilonbozé 4atmérd van.

2

b2
2) A’ korkornél p = et A’ kornél pedig, mivel

2

b==a, — tehdt p=— —ia— =a;— azaz @’ géczhir 8’ nagy

tengelylyel, vagyis itt az dtmérdvel egyenld.

3) A’ korkornél (6. §. szerint) a’ nyultsig (ex-
centricitas) annyi, mint a’ két féltengely’ négylegeik’
kiilonbsége. — A’ kornél a’ két féltengelyek egyenlék,
— ésigy négylegeik kozt sincs kiiionbség, — ésigy
a’ nyiltsdg = o, — ’s a’ géczok a’ kozépponttal Osz-
szeesnek.

4) A’ korkort a’ két géezokbdl, két vonalak’ se-
gitségével lehet szerkeszteni. Ellenben a’ kort egyet-
lenegy vonal, t.i. o’ sugdr dltal lehet irni.

5) A’ 10. §-ban illy egyenlet all:

i ap (ax — x?)
BRUTa 1

vagy: y?= —g—- (ax — x2).

Mir mivel a korben p = a, ésigy -E— =1

innen :
y=ax-x = (a—Xx).X;
inmen: a—x: y=Y: X,
azaz @ rendszar a’ két metszékek kozott kozép-
szeres, — mint ezt a’ lérlanban is tanultuk,

6) Ha valamelly kirkir’ nagy tengelye, valamelly
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kir’ dlmérdjével egyenld, — ’s mindkettbben egyenld
metszékeket csindlunk: ekkor a’ korbeni rendszdl a’
kérkorbeni rendszdlhoz olly viszonyban lesz, mint a’
nagy tengely a’ kis tengelyhez. — Mert legyen a’ kir~
korbeni rendszdl = y’, a’ kirbeni = y: tehdt lesz :
y_"“’ == ax — X?
2
és: y*= o (ax—x?).

) 2 -
tehdt: y* 2 y? = ax—x’: :2 - (ax — x%).

Ha az utébbi viszony elosztatik ax — x*~val:

lesz:
s 2
y‘2: y¥=="1: -~~b

2

a2

vagy: y i yr=al: b?

és: yry=azh

7) Ha ez eldbbi esethen a’ kozos (x) metszék’ rend~
szdlaihoz , MI és MG-hez (id. 4). érintok HL és HK
hizatnak : a’ kor’ és korkor alérintdje ugyanaz lesz
— L M 26 18 drték __231(—-2::2
=HM. Mert (26.§.) az alérintd’ ért e—-—zjz—;——-
Mivel mér az ezen képletben levd a, és x a’ kirben
és korkorben egyenlok: litnivald, hogy az alérintdk is
egyenlok.

30. §.

wFeladat A’ kirkor' udvar—-teriletét megtaldlni.

Megf. Irjunk egy korkort (id. 4.), s korilte egy
kort, mellynek dtmérdje AB, a’ korkor’ nagytengelyé-
vel egyenld legyen. Mdr képzeljik az AB dtmérot vé-
getlen sok, ’s végetlen apré részekre felosztatni, — s
mindezen oszidly~pontokon fiiggdleges vonalakat egy-

Id. 4.

-
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méssal egykozileg hizaini az AB-re, mellyek a' kor’
koriletéig nyuljanak. Ezeknél fogva tgy képzelhetjiik,
hogy mind a’ kir’, mind a’ Lorkor’ udvara végetlen
kiesiny, de egyenid magossidgu egykozényekre oszta—
tik. P. o. legyenek FDEC és FDec egykozények, egyik
a’ kor’, mdsik a’ korkor® udvardban, mellyeknek magos—
siguk az FD, — ’s képzeljink ugyanillyen magossdgu
szamtalan egykozényeket; — ezen egykozények’ 0sz—
szegei teszik a’ kor’ és korkor’ udvarteriletét. Mdir
mivel ezen egykizéryek’ magossigai egyenltk : tehat
udvaraik gy vannak egymdshoz, mint kiilsnbozo talp-
vonalaik, DC, D¢ ’sat. Innen a’ korbeni egykozények’
udvarainak Osszege, vagyis a’ kor’ egész udvara, -
dgy van a’ kirkorbeni egykozényel’ udvarainak Gssze-
géhez, vagyis o’ korkor’ udvardhoz : mint a’ kirbeni
talpvonalak’ 6sszege a’ korkorbeni talpvonalak’ ossze-
géhez. Ezen talpvonalak pedig mind a’ korben, mind
a’ korkorben a’ rendszdlak; és azok (29. §. 6-szém
szerinl) dgy vannak egymdshoz, mint a’ nagy tengely,
(vagyis ilt, a’ kor’ almérdje), a’ kis tengelyhez. — Mar
tudjuk a’ tértanbol, hogy a’ kor’ udvarteriilete — ha a’
koriilet="P, és az dlmérd, vagy nagytengely — a —,

aP
lesz = —-—. E’ szerint
4
aP
W : korkor’ udo. = a: b.
Pab
innen a’ korkor’ udvara — i Px1,b;

azaz: @ korkor’ udvara kijo, ha a’ nagytengelylyel, mint
kordtmérdvel irhaté korilet, o kistengely’ negyedré~
szével sokszoroslalik. '
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31. §.

Ha felvesziink két kor’ koriiletét P, és P’, mellyek
koziil amannak dtméroje a’ nagy—, ennck a’ kis tengely
egy korkorbdl : azon két korkoriletek gy vannak
egymashoz, mint illetd atmérdik :.

e Platig s b,
Pb P'a

4 4
Innen létnivald, hogy « korkor' udvara gy is kijo, ha o’
nagy-tengely’ negyedrészével sokszoroztatik egy ollyan
kor’ korulete, mellynek dtmérdje @ kis-tengely.

inmen: Pb = P‘a, innen :

/

' P
Tovabba —;~ és —4 ollyan kirok’ udvarait

fejezik ki, mellyek koziil e.gyilmek atmérdje a’ nagy-,
~masiknak o' Kkislengely. Ezek kozt kozépardnyos

P aPb
16

Ugyde : Pb = P

innen: PaP‘b = P?b* = P,a". Innen:

PaPh WA ; \ / a2
16 it 16 16
=l Pb P‘a

T -k Vo
Innen nyilvén van, hogy & korkor’ udvara kiozépard-
nyos azon két korok’ udvarai kost, mellyek kosil egyik-
nek dimérdje a’ nagy-tengely, masiké o’ kis-tengely.
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32. §.

Ha két korkoroknél egyiknek udvarleriilete E, mi-
siké e, — nagy-tengelyik A, a, — kis-tengelyiik
B,b, — a’ nagy tengelyeilikel irhaté kor-koriletelk
P, P’: tehdt lesz:

PB P'b
E: e= LAY
~ innen: ePB = EP%;
tovabbd: P: P‘: A: a; innen AP/ = aP;
ePB = EP'b
AP’ = aP
sokszorozvén : ePBAP' = EP'baP;
innen: Eba = eBA.
Kovetkezdleg: E: e = AB: ab;
azaz : két korkorok® udvarai dgy vannak egymdshoz;
mint sajdt két tengelyeik’ sokszorozmdnyai.

Ha ezen két korkorok hasonldk, azaz, ha tengelyeik

“ardnyosok, t. i.
=B

’s innen : aB = Ab : akkor

ezen két egyenletet : Eba = eBA
és: aB = Ab
egymdssal sokszorozvén, lesz :
Eba’B = eBA’Db
vagy: Ea®= eA’

Innen: E: e — A*: az;
azaz : @ hasonld korkorok udvarai dgy vannak egy-
mdshoz, mint egynevd tengelyeil’ négylegei.

ezen két egyenletet :
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33. §.

Nyilt—gomb,*) vagy “kirkortomeg (ellipsois) olly
rendes test, melly a’ korkirnek, valamellyik tengelye
koriili megforduldsa dltal szdrmazik.

wheladat.* A’ nyilt-gomb’ tomegtartalmdt meg-
taldlni.

Megf. Ismét, mint a’ 30. §-ban, képzeljink egy
korkor koral kort iratni, — ’s ezek’ udvardt végetlen
sok egykozényekre osztatni. Ha ekkor a* kirkor
maga tengelyét koriilfordulja, ezen végellen sok egy-
kozények, végetlen sok hengereket sziilnek, mellyek-
nek végetlen kicsiny egyenld magossdgaik , de kiilon-
boz0 korterilet-fenekeilk lesznek. — Mar a’ gomb’ 16~
megében levd illyetén hengerek’ dsszege (vegyis maga
a’ gémb’ tomege), gy van a’ nyilt gémbben levd hen-
gerek’ dsszegéhez, (vagyis a’ nyilt gémb 16megéhez) :
mint az eldbbi hengerek’ fenekeinek ésszege, az utéb-
biak’ fenekeinek Osszegéhez. — Mivel pedig a' kirle-
rilletek igy vannak egymdshoz, mint az illeld dtmérok’
négylegei,—melly dtmérdk itt a’ kor’ és a’ korkor' rend-
szdlai: tehdt dgy van a’ gomb’ tomege (S), a’ nyult-
gomb'tomegéhez (E): mint y* : y.

Azonban mivel : y—’zz y: = a’: b’
tehdt: s: E = a’: b
Ha ' kor' és korkor’ részeinek fentebbi elneve-

zéseit megtartjuk ; mivel a’ térlani szabdlyok szerint, a’
a?

gomb’ tomege = £ tehat :

*). Jegy=. Valjon nem épen ezen testidomol nevezle-e a” magyar
sgombiocz-nek? mivel a” gombhoz hasounlit, — mint gyerkdcz,
vaddcz, uracs, ujoncz sat.

11, Rész. Kiupszelettan. 8
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Pa?
B gl
! L _P.azb‘.! i ——PbZ ), P b2
mnen: —_— 682 iR 6 e 6 b

azaz: &’ nydltgomb’ tomege kijo, ha o’ nagytengelylyel, mint
ditmérdvel irhalo korilet, @’ kistengely’ négylegének ha—
todrészével sokszoroztalik.

34. §.

Ha P és P’ a’ fentebbi jelentésben vétetnek : lesz:
Pb = P’a. = Ha tehat ezen egyenletben :
Pb2 Pbb
e
a’ Pb helyelt P'a tétetik : lesz :
P‘ab
6

bt il aabpisd Gagu Sy
BEE B TRE g T g s g

azaz : @ nyultgomb’ tomege kijé , ha o kis-tengely —
mint dtmérdvel irhald korterilet, o’ nagytengely’ két-
harmad reszével sokszorostalik.

35. §.

Ha az A, B, P, E, a, b, P/, e, betiik a’ 32. §-bani
jelentéseiket megtartjdk : lesz :
PB* P'b?
E: e — 6 . 6 ’
EPb? ePB?

innen : e : :

6 6
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Azonban: aP == AP’
bt | EP bh2aP JpePBI AP/
sigy : 3 vk

0w o b3 el
innen : 7 Ty 6

és: Eb’a = eB?A
immen: E: e = AB2: ab?;
azaz : két nyaltgombok’ tomegei dgy vannal egymdshos,
mint mindenikben @ nagylengelynek , «’ kis tengely
négylegéveli sokszorosmdnyok.
A’ hasonlé nytltgombokné! :
A: a=B: b, innen: aB = Ab
sokszorozzuk ezen két egyenletel :
Eb2a = eB2A
Ab = aB
egymassal, 's lesz :
Eb’aA = eB’aA,
vagy: Eb? = eB?,
innen: E: e=B3: b3. = A3:
azaz: @& hasonld nyultgombok’ lomegez gy vammk eqgiy-
mdshos, mint as egynevii tengelyeik’ kocska~hatvdnyai.

MASODIK CZIKKELY.
A’ mentelékrol (hyperbola.)
36. §

A’ mentelék o { be nem zért, hatdrozatlan hossza-
sdgi gorbe vonal LAM (id. 5.), mellynek jelleme az, . s
8§
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hogy barmelly G pontjirdl, ha sajit gécziba ¥, és o’
megfeleld mentelék’ goczdba f (ldsd 1. §.), egyenes
vonalak GF és Gf hizatnak (mellyek vesérsugaraknak,
radii vectores, nevezteitnek), ezen két vonalak kozotti
kiilonbség mindig annyi, mint a’ két megfelelé men-
telélek’ egyméstdli tavolsdga, t. i. GF — GF = AB.

Az AB vonal neveztelik nagy ftengelynek, — az E.
Ako‘zéppont, — az A és B, feldpontok, — az T és f,
gocsok. — Mint @’ korkornek , gy a’ menteléknek is
két gécza van; de azok itt nem, mint ott, a’ nagy ten-
gelyen, hanem annak folytatdsdn esnek; — és a’ men-
telék’ kiilon pontjai is, mint a’ korkoré, a’ gdéczokbol
redjok hizhaté vonalak dltal hatiroztatnak meg, —azon
killonbséggel,, hogy amott azoknak &sszege, itt kiilonb-
sége egyenld a’ nagy-lengelylyel. — Kiadatvédn teh:it
a’ nagy tengely AB, és a’ géczok F, I: ezekbol lehet
a’ menteléket szerkeszieni.

37. §.

Azon vonal CD, melly az E kozépponindl a’ nagy
tengelyre fiiggolegesen dll, 's mellynek hossza kéifelol
a’ C és D-nél az AC = AD vonalak dlial hatiroziatik,
mellyek pedig az FE = [E vonalakkal egyenldk, ne-
veztelik kis—tengelynek , — vagy az AB elsé-, a’ CD
mdsod-tengelynek, — ’s itt is, mint a’ korkornél, b-vel
jeloltethetik.

38. §.
Legyen, mint a’ korkornél, a’ nagy tengely AB==a,

— a’ gocz’ tetdpontidli tivola FA ¢és B = s: lesz
AC = ja-8; ©
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innen T-—‘- ;--%—S)"'— 1 9
vé : sz A =="a8 4= 8 az—
AN s Tl i e i
b)
vagy: ST ——as+s :

innen: b? =4 (as +s?) =4 (a+3s) s.

Mdr mivel az a—+s, és s kifejezelek o’ géczok-
nak a' tetdpontoktoli tdvolsdgdt jelentik : tehdt ezen
egyenlet : i

b= \/ 4(a+58)s
azt jelenti, hogy : @’ mdsod—tengely annyi, mint egyik
gocsnak , mind @ két tetépontoktoli ldvolsdgaibol eredt
sokszorozmdny’ négysetének négyleggyokere.
Ezen egyenlethol pedig:

b4 = (a—+9) s,
b b -
MAgY,: o s T (a—+s) s,
kivetkezik hogy:
b b
a-+8. —2—: B) s B3

azaz: @’ mdsod-tengely’ fele, kisépardnyos eqyik gocs=
nak mind & két tetdponloktoli tdavolsdgai kosott.

39. §.

Mint a’ kérkornél, ugy ittis, a’ két tengelyekhes
harmadarényos vonal neveztetik gécslmrnak ( para-

meter), t.i.
g h=D0:p
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b2
tehdt: p = '—-a—-,
és: ap = b%
Azonban: b2 = 4(a—+5s)s.
ésigy: ap = 4(a—+5s) s;
aznz.: a nagy tengely és gocshin’ sokssorozmdnya annyi,
mint eqyik gocznak mind o két teldponttoli tdvolsdga’
sokszorozmdnydnak négyzele.
4as —+ 4s?

Innen: p = =

40. §.

A’ menteléknél is azon vonal GIf, melly annak
valamelly G ponijirdl, a’ folytatott nagy-tengelyre fiig-
gdlegesen hizatik, rendszdlnak (ordinata), — és annak
tetdpontoktdli tavolsigai, AH és BH, ehhez tartozé
melssékeknek (abscissa) neveztetnek. — Ha az egyik
metszék AH lesz=—=x: gy BH=a—+x.

Ha az ember a’ folytatoit nagy tengely’ minden
pontjait illeld rendszdl’ hosszit kiszdmitnd : az dltal o’
menteléket szerkeszteni lehetne. Annak hissdmitdsdra
pedig (a’ rendszdl itt is==y levén) imes egyenlet dil:

px?
a

y: = px +

px?
vagy: y =+ el

azaz : kikereseén elobb o gécshirt, azzal as illetd met-
szék’ négylege sokszorostalik, o’ nagytengelylyel eloss—
tatik , 's « hdnyados @ melszék~ és gocshirboli sok-
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szorosmdnyhos adatik , végre esen Ossseqbdl négyleg~
gyokér vonatik, — ’s nyerjik @ rendszdlat.
A’ feltelt egyenlet igy hozatik le :
Legyen: GF = 1z, FH = x —3s,
’s igy lesz: Gf = a—+2z, | fH={B+ AB—+ AH,
| vagy: f[H=s-+a—+x.

Mér: GH’ = GF’ — HF’, »
vagy: y2=12% — X2+ 2s&x —s2..... (0)
hosonléul : GH® = Gf* — i’
vagy: y2 = a? +2.az —+ 22 — §2 — 2sa — a?
—28x —2ax — X2 ..., .. (v)
Az (0) é38 (v) egyenletel’ uté-részét dsszelevén :
%2 — x? 4 2sx — 82 — a® + 2az+ 22 — 8> — 2sa
— a2 — 2sx — 280X — x?

innen :
Y 28X —+ as + ax
= SEEETE
dot 31 s X H-GRT Eatel - dnex SRR

a?
Mir ha a' z® ezen ériéke, az (0) egyenletben he-
lyettesitietil , ‘s minden tagok egy nevezire vonatnak,

lesz :
482x2 4 4s%ax —+ s%a? - 4asx? +

y?= {2sa2x + a2x? — a’x? 4+ 2sxa? —):a’
s2a?
s 4sa?x + 4s2ax —+ 4asx? + 4s°x?
= =

y,'__ (4as + 4s?)ax ~+ (4as + 4s?) x?

n:
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o ok

. (4as + 4s*) (ax + x?) :

3l
Ll n‘,
Azonban (39. §.): 4as —+ 4s? = ap,
2 2 2
jnnen : y2?= »-EP_'_(;"_JZ_:E-_’S.).: a%px - apx?
a a2
2
és: y2 =px + px — p . (ax +x2),

végre: y=-=+ \/ P \/— (ax-+x2);

melly képletben a’ keltds (4) jegyek azt jelentik, hogy
minden x metszékre nézve két rendszdl van, mellyek’
hossza egyenlo, de fekvésok a’ folytatott nagytengelyre
nézve ellenkezd. 'S innen azt is lithatni, hogy a’
folytatott nagylengely a’ mentelék’ sikjat felezi.

Szembeliind itt, mennyire hasonlitnak egymdshoz a’
korkor és a’ mentelék; midin ezen egyenlet és az
oltani megfeleld kozott csupin egy jegy (——+) Lo-
Iénbség van.

Itt feltétetett, hogy a’ GH a’ goczon til esik, ’s azért
FH = x — 8; — ha pedig a’ GH a’ gécz és tetopont
kozt esnék: akkor FH lenne = s —x. De ezen kii~
Jonbség az egyenlet’ lehozdsdban semmi véltozdst nem
sziil ; mint ugyanezt a’ kirkdrnél megmutattuk,

41. §.

A’ 40. §-ban vala:

Visp _::‘ (ax+x?) = —‘—‘B)— (ax+ x?);

a

a' 39. §-ban podig vala:
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ap=D>b2, és: ap==4as —+ 4s2
Ha az ap ezen két értékeit itt helyetlesitjik : még &’
mentelékre nézve két egyenletet nyeriink: u. m.:

o b2 N b2 ( x2

Yi== a2 (ax +x2)= ol § S < ,,
4as + 4s?

€s: y2= a2 (ax + x?),

épen mint a’ korkornél, — de ellenkezo jegyekkel.
42. §.

Ha a’ mésod-tengely az elsi-tengelylyel egyenld:
akkor a’ mentelék egyenoldali. Ekkor a’ géezhir is
2

% gyl

egyenld az elsd tengelylyel, mert p =

igy ekkor: a==b=p. :
Az egyenoldali mentelékre nézve :

b2 ap
a2 a2 = b

ésigy: y?=—ax - xé; A
melly egyenlet épen ' kirre nézve is dll, mint tudjuk,
ellenkezd jegyekkel.

43. §.

Lényeges kiilonbség a’ kirkor és mentelék kozt az,
hogy az elsonél a' rendszilak csak addig nohetnek,
mig a’ melszékek kisebbek, mint féltengely; de ha en~
nél nagyobbak a’ metszékek, akkor a’ rendszdlak mind
inkdbb inkdbb kisebbednek. Ellenben a’ menteléknél a’
rendszdlak hatdrtalanul novekedhetnek, — ’s igy a’ men-
telék’ szdrai, a’ folylatolt nagy tengelytdl, vagy met-
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székvonaltél hatdrtalanul eltdvozhatnak. Mert ezen
egyenlet:

L A
y::a:__ P a

nyilvédn mutatja, hogy minél nagyobb az %, anndl na~
gyobb az y is.

44. §.

Az A tetbponthoz képest, a’ melly metszékek a'
felvett mentelékben folytatott nagy tengelyen (a) esnel,
azokat nevezik igenlegeseknek ; — ellenben azon met-
székeket, mellyek az A tetdponton til, vagy a' nagy-
tengelyen, vagy még annak tovabb is folylatisdn es~
nek, nevezik nemlegeseknek — — x. Mér:

1) Ha x = o: akkor ezen egyenlet :

y:.--i-\/px—k—-p—f— = 0; azaz az A leld-

ponindl a’ rendszdl == o,
2) Ha—x == a: akkor ezen egyenlet:

y=-_~l_- X —+ a

lesz: y = + Vpx —px = o,
azaz: ha a’ nemleges metszék épen maga a’ nagylen=
gely, — vagyis a’ B tetdpontndl, a’ rendszdl == o.

3) Ha — x < a: akkor ezen egyenlet:

¥ = \/—-E" (x? + ax),
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igy lesz:

y= \/—(x=—-ax)~— \/~ [(x—0) . x].

Azonban ha x < a: (gy ezen kifejezet: (x— a) X,

mindig nemleges; — és a' nemleges négyleggyokér

képlelen. — Tchét azon esetben, ha a’ nemleges met—

szék kisebb, mint a’ nagytengely : a’ rendszdl képtelen.
4) Ha — x> a: ekkor ezen egyenlet:

1=/ E e
P.ipga
igy lesz: y = \/T (x2 — ax),

de mivel — x > a: tehdt: (x —a) x, most igenleges
mennyiség, — ésigy a’ fejlendd gyokér nem képtelen
’s igy az y = létezd rendszdl, melly anndl inkdbb nd,
minél inbabb nd az x, b i — x. —

Igy tehdt a’ B-nél kezdtdik egy mdsik mentelék,
melly az eldbbivel ellenkezd irdnyra tartja szdrait, —
de amazzal egyenly, — 's mint amaz hatdrtalanul nd-
vekedhetik.

45. §.

A’ gbcsra esé rendssdl annyi, mint @' gocshir’
fele.
Ugyanis ezen esethen: x=—s, ésigy:

ps?
a

yi=ps+ ’

azopban : p == M—— (39.5.);
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4a2%s2 + 4s3a + 4as? —+ 4s?

S 4a%2 + 8as3 —+ 48
Y TR az 9
2 \/ 4a%* —+ 8Bas? —+ 4s?
innen : y = ¥ Bty
a‘- )
2as —+ 282

vagy:y=  ————,

- a

D
vagy : Y = '—-2—- s
46. §.

A’ gdeznak o kozelebbi leldponttoli tdvolsdga ki~
sebb mint, % goczhir.
Ugyanis a* g6czban :

ps’
s S ke
azonban ugyanezen esethen
} P
S AIIRCR rhoy ol ;
y g 2. S8 4

Az y? ezen értekét az elobbi egyenlethen helyettesit~
vén, lesz:

Latnivalé, hogy az s, vagyis o’ gécz’ tévola a’ kize-
32
lebbi tetdponttol, kisebb mint —i—-, —mert ahhoz még i3

kell, hogy ezzel egyenld legyen.
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47.'8.

A rendszdlak’ négylegei gy vannak egymdshos,
minl az Okef illetd kéthét metsséhek’ sokszorozmdnyai.

Ugyanis : mint eddig, az y rendszdlhoz tartozé
melszékek legyenek: x, és a -+ x. Egy mdsik » rend-
szdlhoz lartozd melszékek pedig legyenek: t, és a+t.
E’ szerint:

2

px L p :
a a
Mdr ha az utébbi viszony’ mindkét tagja selszoroztatik
a-val, ¢és elosztatil p-vel : lesz:
y2:u? = ax 4-x2; at + 2,

= (a+x) x: (a+ L)L
48. §.

9

Yyt u? = px —+

A’ rendszdl’ négylege, gy van az illeté metssékek’
sokszorozmdnydhos : mint o« kis tengely’ négylege, @
nagy lengely’ négylegéhes; — {. i.

Yi: ax;+ X2.==Db3::93

Ugyanis : a’ 41. §. szerint :

X 2
Yhes Ly (ax =+ x?)

innen: a*y?=>b2 (ax -+ x*);

2

innen: y?: ax + X2 =Dh?: a2

49 §.

Az eddigiekben a’ metszékeket az A tetdponlicl
szamiltotluk. De szdmithatjuk azokat a’ nagy tengely’
kozepétol t. i. E-18] is. Ha ezen esetben a’ melszéket
u-nak nevezzik : gy az eddigi x lesz : vagy=u — } a,
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vagy = u-+ 4 a, a’ szerint, a’ mint a’ metszék
vagy igenleges, vagy nemleges. — Ha az eddigi kép-
letekben az x helyett: u + } a-t tesziink: olly kép-
letcket nyeriink, mellyekben a’ metszék a’ nagy ten-
gely’ kozepélol szimittatik. P. o. 41. §.

b2

b {5 A (ax — x?) helyelt
i b2 ] a’ b2u2 b2
i = o= )= 2
50. §.

Ha a’ mentelék’ A tetdpontjindl (id. 6.), a’ nagy
tengelyre fiiggdlegesen IK vonal hizalik, igy hogy
legyen Al=AK==}b; tovibbd az E kozépponthol, az
I és K pontokon keresztiil , EL és EM egyenes vonalak
hizatnak : ezen EL és EM vonalak neveztetnek a’ men-
telék’ kozelitdineks (asymptota).

Ha az O pontbdl, a” megnyujtott tengely’ mind-két
oldala feldl OQ rendszdlak hizatnak, ’s ezek mind-két
felol a’ kozelitdig megnyujtatnak, t. i. az N-ig és
P-ig: tehdt as NP vonal két részeinek , mellyekre o
mentelék’ egyil szdra dltal ossiatil, NQ, és QP-nek
sokszorozmdnya annyi , mint @ fél kistengely’ négylege.

b2
T.i. NQ, QP= ——

Ugyanis :
A EATw A EON;
tehdt: EA: AI=EO: ON;

a b a
vagy: 5~ 5T T3 -+ x3 ON,
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b bx
ésigy: 0N==OP= -—2'—+ s
b bx
Azonban NQ=ON—0Q= —g—+~———._y,
3 P ‘b bx i -
és: QP = it
innen : _
N P - -+ b px 2
vagy: NQ , QP = i X i
b2 b2x2 b2 2
Azonban : = e ): —_— (x_;__x_)___.___yz
a a a
- mint 41, §-ban ldténk ;
2
innen: NQ , QP = +y2—y?
b2
végre: NQ . QP = o0 7l
51.

Innen egyenesen folyik , hogy &' kozelitdk o men~
telékkel soha ossze nem érheinek.

Ugyanis: tegyiik fel, hogy ezek valamelly pontban
osszeérnének : ligy ezen ponira nézve a’ rendszil (y)

b
lenne az ON = —— + bx 3
2 a
i i b2 b2x bx3 !
sigy lenne: y? = 2 g : g 8

tigyde a’ 41. §. szerint:
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2

y = TR (ax —-x?), |
% b2x 0. b2x2
vagy o 3 = 4 a ’

melly egyenlet o mentelék’ minden pontjaira nézve

dll; ésigy a’ minden esethen lehetd rendszil, 0Q, a’
’ 2
most feltételezelt rendszdlndl ON-nél kisebb —P4—~-e].

Esigy, ON rendszdl soha sem lehet; vagyis o’ mentelék
& kozelitével soha ossze nem érhet.

52. §.
Azonban dmbédr a’ kozelitok a’ mentelékkel soha -
ossze nem érhetnek : mindazdltal folylonosan hoze—
litnek egymdshos ; azaz, az NQ és nq tdvolsagok annal
inkdbb kisebbiilnek, minél inkdabb né a’ mentelék.
Mert: 50, §. szerint: .
b2
. b?
hasénlélag : nq, qp= 1
innen: NQ, QP = nq . qp,
innen: NQ: nq=qp: QP;
vagy: NQ: nq = oq: 0Q,
widr oq mindig nagyobb, mint 0Q, mert a’ rendszdlak
a’ metszékekkel egyiitt ndnek ; ésigy NQ > nq.

53. §.

wheladat.* Adatodn a mentelék’ két tengelyei AB
.. €8 CD (id. 6.): @ goczokat F, és [, meglaldini.
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Megf. E’ végre vegyik figyelemre, hogy EF =
EF = AC. Tehat csak o’ fél-nagy és kis-tengelyek’
négylegei adassanak Gssse, 's esen Osssegbll négyleg-
~ gyokér vonassék : es mutalja o’ gocs’ helysetél.

a2 i b2
T.i. EF=EI= O Y

mert : E_F2=E—f2=ACZ=AE2+ CE’

—3 —a fa)? b2,
"vagy: EF" =El = (—2——) +- (—2—) sal.
54. §.

wFeladat** Adatvdn &’ menleléken valamelly pont
G: arra érintét hizni.

Megf. Az érintd olly vonal tartozik lenni, mellynek
egy pontja G, o’ mentelékkel kozos legyen, — de bér-
melly mds pontja azon kiviill essék. Erre nézve ki-
huzvin a' két vezér-sugirt, GF, Gf: legyen GH = GF,
’s hizzuk ki az FH-t, és ezt osszuk el két egyenld
részre az I-nél. Az I ponton keresztiil figgblegesen
hizott KL vonal lesz a’ G pontra érintd. Mert: 1)
ennek G pontja a’ mentelékkel kizis; 2) minden mds
pontja, p. o. m, a’ menteléken kiviil esik. Ugyanis

1) as elsit illetéleg: o’ HGF egyensziri hirom-—
szoghen a’ talp' kozepén figgdlegesen dll6 vonal a’
tetsponton megy keresztiil. Esigy az LK a’ G ponton
keresztiil megy.

2) a’ mdsodikat illetéleg: ha az m a’ menteléken
esnék : gy mf — mF annyi volna, mint: Gf — GF.

Azonban: FG = HG, és Fm = Hm

III. Réss, Ktkmze_le!fun. 9
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tehdt : G — HG == fm — Hm,
tehdt: fH = fm — Hm,
’s igy: fH <+ Hm == fm . . . volna;
ez pedig képtelen, mert a’ A-ben kéi oldal’ dsszegé-
vel a' 3~dik egyenld nem lehet. — Esigy az m pont a’
menteléken nem eshelik. — Tehdt a’ KL vonal a’ G
pontra érintd. ;

* 55. §.

Az [GK és FGK szogletek, mellyeket & vesérsuga—.
rak az érintdvel képesnek, egyenldh. ;
" Mert a’ térlanbol tudva van, hogy az egyenszéru
héromszig’ talpit két egyenld részre metszd fiiggony,
a’ teld-szogletet is két egyenld részre osutja. It pedig
épen ezen eset van: ésigy < {GK=— <F_GK.
Koveth. Mivel: < FGK = <_{GK,
azonban: < [GK= < LGN (csiics-szg.)
tehdt: < FGK=—= < LGN.
Innen ldtnival6, hogy az F géczbél a’ mind szoglet alatt
paltan sugér a’ mentelékre, épen ollyan alatt pattan
vissza ; és ollyan ulon megy, mintha a’ mésik géczbél,
az f-bél jone egyenesen. — Innen érthetni meg, miért
igen helyes, ha a’ fiil-kandallonak mentelékes idoma
van; t. i. az F géczban egd tizrdl, o’ kandallo faldra
esd hév-sugarak, arrdl ollyan irdnyon veltetnek vissza,
hogy a’ szobdba messze hehathatnak. — Epen ezen
okon, ha ldmpdban, mentelékes volgyes-tikor’ goczd-
ban ég a’ gyerlya, annak fénye messze elterjed.

56. §.

Mint a’ korkornél, tigy a’ menteléknél is, a’ nagy
tengelynek és folylatdsénak azon része, PO, melly @’
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G érintéspontrél huzhaté rendszil GP, és a’ nagyten-
gelynek az érintoveli metszéspontja O kozott esils, ne-
veutetik alérintdnek (sublangens). Tovibbsi a’ GQ vonal,
melly a’ G érintés—ponirdl, a’ nagytengely’ folytatdsdra
figgdleges, neveutetik itt is figgé-nek (normalis); és
a’ rendszdl- ’s fiiggd kozotli rész a’ folytatolt nagy-
tengelybol, t.i. PQ, alfiiggének (subnormalis).

57. §.

wFeladat A’ menteléknél az alérintd’ értekét ki-
fejesd egyenletel taldlni.
Megf. Az {fGF héromszogben, a’ KL érintd a’ G
szogletet két egyenld részre osztja. Innen: ‘
fG: FG=10: FO.
Legyen, mint fentebb, FG — z, — innen {G lesz =
a—+ 7. ;
Innen: a+z: z=10: FO;
és: a=+z+12z: z=f0—+FO:FO;
azonban: fO 4+ FO = a + 2s;
inmen: a—+2z: z=a —+ 2s: FO;
as + 2sz

innen: FO =
a—+ 2z

2
Azonban (40. §.): z = SX -+ ag—+ ax

a
Ha a’ 2z’ ezen ériekét az ulobbi egyenletben he-
lyettesitjiik : lesz:
2asx + a%s —+ a’x —+ 4s2x + 2as2+ 2asx
a? =4 4sx —+ 2as + 2ax 4
FO — R8s (2sx~+as —+ ax) —+a (2sx + as +-ax)
2s (a—+ 2x) —+a (a + 2x) ;
9 *

FO =
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FO — (28 -+ a) (2sx ~+ as -+ ax)
TH#! (2s+a) (a+2x)

28X -+ as —+ ax

FO =

a—+ 2x
Azonban az alérinté PO = F0Q ~+ x —s,
2sx —+ as -+ ax

vagy: PO= o] -+ X —8;
PO 28X —+ 88 + ax —+ ax -+ 2x2—as—2x9
yogy' Lo a—+2x
2ax —+ 2x2
vagy: PO = 3

a—+ 2x
azaz: o nagylengely’ ketlizete (2a), @’ metssékkel ()
sokszorostatik , — ehhés adatik &’ melssék’ négyleyének
kettozete ; ’s esen Osszeg, &’ nagy tengely’ és ketiosott
metszék’ osssegével elosstalik : ’s kijé as alérintd.

Itt is a’ korkor’- és mentelék’ alérintoit illetd egyen—
letek kozotti nagy hasonldség szembetiind.

58. §.

A’ mentelél’ érintdje , @’ tengelyt mindig, — még
pedig E kosépponljdn mindig alul melszi.

Ugyanis :
A0 = PO — x,
2ax + 2x?
e Sy e .
2ax + 2x* — ax — 2x?
. AO B e b
bt a-+ 2x :
vagy: A0 = ___ui__,

a— 2x
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a
az AE értéke pedig = i

Mér ha meg akarjuk tudni, hogy az AO lehet-e akkora,
vagy nagyobb, mint az AE : ezeknek tort alakbani ki~

fejezeteit vegyiik egy nevezdre ; lesz:

2ax
i 1 2a+4x
a’ —+ 2ax ;
éS: AE=W.

litnivalé, hogy AE az AO-ndl mindig nagyobb.

59. §.

wheladat A’ menteléknél az alfiggd® értekét ki-
fejezd egyenletet taldlni.

Megf. A’ korkor’ alfiiggdje’ ériekének kifejezetébdl
ezt kicsindlhatjuk, — tudvén, hogy itt az a-t nemlegesen

ap—2px
2

kell yenni —Ott az alfiiggd = 3 itt lesz:

—ap—2px —(ap +2px) ap + 2px
Vg e —Za b 2a j
Ugyanest igy is lehozhatni :
OP: GP=GP: PQ,
2ax + 2x?

vagy : oy : y=y: PQ,
: y* (a+2x)

PQ — :
Wy PO 2ax + 2x*

azonban tudjuk, hogy: y?= -%— (ax ~+x7),
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vagy: y?== —l-)— (Rax + 2x7);

Za (2ax —+ 2x’) (a s 2x)

innen: PQ = ax L 2t

P

_ ap -+ 2px
Ra ¥y

2x) = ——
(a=+2x) R

vagy: PQ ==

60. §.

wheladat.* Valamelly mentelék-szelet’ udvardt ki-
sadmitni. (id. 8.)

Megf. Ez csak kozelités dltal torténhetik illyen for-
mdn. Ha az ember az AILD trapezinm’ udvardt ki-
szdmitnd; és abbdl az AILB udvarteriiletet kivonnd :.
oit maradna a' fél-mentelék-szelet’ udvara. — Az
AILB udvart pedig tigy lehei kiszémilni, ha tébb apro
trapeziumokra, AIRQ, QRrq, ’sat. oszlatik, — mellyek-
ben, mivel kicsinyek, az AQ. Qq, ’sat. oldalokat egye-

nes vonalak gyandnt vehetjiili, — és ezen apré irape-
ziumok’ udvarai kiszdmittatnak, ’s dsszeadalnak.
61. §.

Ila egy mentelékszelet, megnyujtolt tengelye ko-
riil egészen megfordil, szil egy rendes testet, -melly
hyperbolois-nak (menteléktest) neveztelik. — Ennek
tomeglartalmat (id.8.) ugy leket kiszémitni, ha az IKML
trapeziumnak az AD tengely koriili megforduldsa dltal
szdrmazolt csonka kip’ tomegét kiszdmitndk ; — tovabbé
kikeresnok o’ KILBACMK o6blés tes’ tomegtartalmét
is; — ekkor ezt az eldbbibbl kivonndk ; — mert a’ mi
olt maradna, az lenne a’ hyperbolois’ tomegtartalma.

Hogy a’ KILBACMK vdlgyes test’ tomegtartalmdt
kikereshessiik : arra nézve jegyezzik meg, hogy az
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annyi, mint 2’ KILM csonka kiip-, és ABC hyperbolois’
tomegei kozotti kilonbség. — Tovdbbd a’ csonka kip’
témegét is, a’ hypebolois’ tomegét is képzelhetjiil dllani
végetlen kis-egyenlo-magossigu hengerel\bﬁl, sok-
szorozva az AD magossiggal. — Es ezen tomegek’
kiillonbsége kijd , ha az ezeket alkotd, egyenld magos—
sdgu kis hengerek kozotti kiilonbséget AD magossiggal
sokszorozzuk. — Azon hengerek kozitti kiilinbség pe-
dig csak a’ fenékierileteik kozotti kiilonbségtol szir-
mazik, mert magossdgaik egyenidk. — Legyen a’ cson~
kakipbeli hengerek’ fenékteriilete = C, a’ hyperbolois-
belieké = c : innen, a’ tértani szabdlyok szerint :
C—c=MR2—r?)=x
vagy: C —c=R~+r)(R—nr =z |
¢ésigy ezen fenékterilletek kozotti kiilonbség egy ollyan
korteriilet, mellynek sugara a’ nagyobbik és kisebbik
kir’ (C és c) sugaraik’ osszege és kiilonbsége kozotti
kozépardnyos.*) — Mir a 8. idomon a’ C kor’ sugara
= ON, — a’ ¢ koré pedig =— 0Q, — ezek’ Osszege
= NQ, — kilonbsége = RQ. — Azonban 53. §.
szerinl :
b2
4
L b b ‘
inmen: RQ: ool —5——: NQ;

honnan ldtnivalé, hogy az emlitett két korok’ sugarai
kozott kozépardnyos a’ kistengely’ fele.

E’ szerint ¢’ keresett ILBACMK vilgyes tomeg’
tartalma kijo, ha a’ mentelék’ kistengelyének felével,

RQ . NQ =

*) Legyen azon O—c korteriilet sugara = p; lesz: (R4-1): ¢ =
=¢: (R—r); innen: ¢* = (Re=r) (R—r1); és C—c=¢’~
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mint sugdrral képezhetd korteriilet, az AD magossdggal
sokszoroztatik, — ’sal.

HARMADIK CZIKKELY.
| A’ hajlalékrol (parabola).

62. §.
A’ hajlalék (parabola) ollyan be nem zért, v. nyilt

‘gbrbe vonal, AMm (id. 9.), mellynéek jelleme az, hogy

ha egy rajta keresztiil hizoll egyenes vonalon CD, két
pontok F, f, a’ tetdponttél A, egyenld tivolsigra fel-
vétetnek,— és az f ponton keresztiil megy egy a’ CD-re
fiiggbleges vonal BE; a’ hajtalék’ bdrmelly G pontja,
az F ponttél és ezen BE vonaltél egyenld tdvolsdgra
van. — Az A tehat = letdpont, — az F és f== gdczok ;
— CD = tengely; — a’ BE pedig = irdnyadé-nak
(linea directrix) neveztelik.

63. §.

A’ géeznak F, a’ tetéponttdli , ¢és az irdnyadoldli
tdvolsdgaihoz harmadardnyos vonal itt is gdeshurnak

(parameter) neveztetik. T. i.
FA: Ff=Tf: p,

. FI*
mnen: p = TK_;
vagy ha, mint fentebb, FA = s; mivel Ff=2FA,
2
lesz : p= —-4: — gt 45;

azaz : a' hajlalékndl a’ géezhir négy akkora, mint a’
goczndk tetdponttéli tdvolsdga.



HAJTALEK, : 137

64. §.

Felvévén a' hajtalékon egy pontot, G; s hizvin
arra rendszdlal, GI; lesz Al az ehhez tartozdé mefszék.
Es a* HGIf négyszig, mivel a’ H és I szogletek egye-
nesek, pérlag lesz; — 2’ HGF hdromszog pedig egyen—
szdri, mert HG = GF. E’ szerint:

fl= HG = FG.
Azonban : fI == s -+ x; kivetkezdleg az FGI egyenes-
szogill haromszogben, a’ feszesoldal FG == s ~+ x5 az
FI mellékoldal pedig =— x —s.
Innen a’ rendszil GI-, vagy y-ra nézve:
YEEatex)t - x ~ )
vagy: y2==82- 2sx + x2 — x23 4 2sx — 8?
vagy: y?==4sx, Ugyde: 4s=p; innen:
y=px.és y=Vpx.

A’ most lehozott képlet a’ hajlalék’ egyenletének
neveztetik, ’s ezt teszi, hogy: o’ hajlalékndl o’ rend—
szdl’ négylege annyi, mint az illetd metszéknek @’ gocs—
hirrali sokszorozmdnya.

Ha épen géczba hiizatik rendszal: akkor x = s; —
ésigy akkor : y2?=ps; vagy mivel p = 4s, tehdt :

y? = 4s?
é8: y= Vis? = 25— —%—

)

azaz : &’ géczhironi rendszal annyi, mint félgéczhiir.

65. §.

Mivel y==++/px: tehit minden nietszékré nézve
két egyenld rendszdlak vannak, mellyek a’ tengely’ két
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oldalén fekiisznek. Innen a’ lengely a’ hajtalékot két
egyenld részre oszlja.

Ha a’ tengeiyt, az A tetbponttdl ellenkezd irdnyra
nyujtjuk , — vagyis nemleges tengelyt veszink fel :
akkor : '

Yo ol PE)
s y =V =px.
Ezen esetben tehdt az y képtelen mennyiség. Honnan
ldtnivalé, hogy a’ nemleges tlengelyen hajtalék nem
szdrmazhalik ; ésigy ugyanazon tengelyre nézve csak
egy hajtalék van; — nem igy, mint a’ mentelékre
nézve latdnk,

Csak egy pontban, t.i. az A-ndl x=o0, — ésigy
olt y is=0. A’ hajtalékra nézve tehdit csak egy telo-
pont van, — ’s annak szdrai annél inkdbb eltdvoznak
egymdstdl, minél inkdbb né a’ metszék.

66. §.

Hogy o' gdeshir , minden metszékhes, és ahhoz
tartosé rendszdlhos is harmadardnyos : kilimik ezen
egyenletbol :

y? == px; mert ebbdl illy
ardny lesz: x: y=y: p

67. §.7
A’ hajtalékndl & rendssdlak’ négylegei digy cannak
eyymdshos, mint as illeld metssékek.
Mert egy mdsik # metszékhez tartozzék t rendszél ;
‘mivel *==pu:
lesz: y?: {2 ==px: pu=x: W
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68 §.

wheladat.” A hajlalék’ valamelly adotl G pontjire
érintdt hazni. (id. 9.)

Megf. Hizzunk a’ G pontbdl az irdnyadéra GH fig~
gonyt; hizzuk &' HF és GF vonalakat, — a’ HF-et
‘osszuk két egyenld részre az o-ndl. Hizzunk a' HF-re
az o-ndl fiiggbleges vonalat KL, — ez a’ G pontra érintd
lesz, — mert: 1) 2’ G pont ezzel és a' hajtalékkal
kizos, — 2) minden mds ponlja ezen vonalnak, p. o.
- w, a’ hajtalékon kivil esik. :

1) Az elsét illetéleg: a’ G pont az FGH egyen-
szdru hdromszog’ teldpontja 3 — tehdt azon £\’ talpanak
kozepén mend figginy KL, ezen tetéponton is keresz-
til megy.

2) A’ mdsodikat illetbleg : hizzunk a’ w pontrdl az
irényadodra fiiggblegesen wz vonalat. Mér ha 2’ w pont
a’ hajtalékon esnék, gy

wz = wk volna ;
tigyde, mivel wHF hdromszog egyenszdri, tehdl :
wF = wH; ésigy
wH = wz volna;
ez pedig o’ wHz egyenes-szigii A\ ~ben képtelen. Ks-

fgy a’'w pont a’ hajtalékon nem eshetik. Esigy KL a’

G ponlra érintd.
69. §.

A' KL érinté, o’ HGF egyenszér.’x héromszig® tal-
pdnak kozepén menvén keresztill : a’ HGF szligletet két
egyenld részre osztja. Esigy : -

< _HGo = < FGo;

id. 9.
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ligyde: < HGo = < LGP:

ésigy: < FGo = < LGP;
azaz : ha az érintéspontbol egy vonal o’ tengelylyel egy-
kozileg , — egy mdsik vonal pedig & gdcsfelé hiuzatik :
esen két vonalak, és az érintd dltal képzendd szogletek
egyenlok.

. Ezen tétel a’ gyakorlatban igen fontos. Ugyanis,
ha p. o. hajtalékidomu vélgyes tiikor’ géczdba tiiz, vagy
fénylo test tétetik: annak sugarai, a’ tikor’ hajtalékos
faldnak minden ponijaitél, a’ tengelylyel, ésigy egy-
méssal is egykozileg vettetnek vissza. ~~ Es ezen tii-
nemény megforditva is 4ll. T. i. ha illyen tikérre
egykozii sugarak mennek : azok a’ géczban mind 69z~
szegyiilnek, ’s ott nagy héség, vagy fény témad. —
Epen ez torténik a' hangsugarakkal is. Ha hajtalék-
idomii fal’ goczdban valaki beszél: a’ még tdle idvol
esd hallgatdk’ fiilébe is erds hangja megy; — ’s meg-
forditva, ha @’ géczban a’ hallgaté 4ll, — méds valahol,
bérmilly lassan beszélének minden szavait meghallja,
mellyeket egyéh helyen meg nem hallhatni.

70. §.

A’ hajtalékndl az alérintd’ értekénel egyenletét meg=
taldlni. (id. 9.)
Itt a G pontra nézve alérintd a* KI. Mir a’ HoG
és KoF héromszigekben :
< HoG = <_KoF, — csticsszogletek
<_GHo = <_KFo, — viszésok,
oH = oF, — szerkezetnél fogva,
innen: AHoG= A KoF,
innen: HG = KF.
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Ugyde: HG = 1I:
ésigy : KF =1l
vagy: KA + AF = fA + AL
Azonban AF == fA,
ésigy : KA = Al, _
és: KI=2, Al = 2x
azaz : alérinté = 2x = kélmelssék.

71.°%.

A’ hajtalélmdl as alfiiggo’ értekének egyenletét meg—
taldini. (

A’ G pontra nézve alfiiggd = R1. — Mér o’ KGR
egyenesszogii hiromszogben :

KI: GI=GI: RL
vagy: 2x: y==y: RI;
NARSTYIR PP L B N
ésigy: Rl = st Ty

azaz: alfiggd = félgécshir.
Azonban tudjuk hogy: p = 4s, ésigy: —g- = 283
innen : v
RI = 253
azaz : as alfiggd annyi, minl & gocs’ tetéponttoli td—
voldnak kettosete.
72. §.
Valamelly hajtalék-idomi terdlet’ udoardt megta—
ldlni. (id. 10.)
Irjunk a’ hajtalék koriil egy parlagot EImM : ekkor

azt dllitjuk, hogy o' hajtalék’ udvar-terilete , ezen.
udear’ teriletének 3 résse.

1d. 10.
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Ugyanis a’ hajtalék-vonal’ felét AM, osszuk fel
végellen sok apré részekre; ’s mind ezen részek’
osztdly~ponijaindl hizzunk vonalakat, mind az AD-
vel, mind az AE-vel egykozileg. Ezek dltal fog~
nak szdrmazni pdrlagok, ugyananyi szdmiak lefelé,
EFGM ’sat., mint kereszthe HLMD ’sat. — Mir a’ ke~
resztbe mend pdrlagok’ ésszege teszi a’ félhajtalék’
udvardt ; — a’ lefelé mend pérlagok’ 6sszege pedig teszi
az AEM tér’ udvardt. Es a’ mind viszonyban van egy
kereszthe fekvd pérlag’ udvara, egy lefelé mend pir-
lagéhoz : ollyanban vannak a’ tébbiekéi is; — ollyan-
ban vannak azoknak Osszegei is egymdshoz : vagy
ollyanban van a’ félhajtalék’ udvara az AEM tér’ ud-
vardhoz. — Kérdés tehdt: mi viszonyban van a’ HLMD
udvara az EFGM udvardhoz? y

Erre nézve hizzuk ki a’ KM érintdt, — melly az
NM részszel , mivel az felette kicsiny, osszeesik. —
Képeztetik itt NGM egyenessziogii haromszog , — melly
KDM hdromszsghez hasonlé. Azonban jegyezziik meg,
hogy az M pontra nézve, KD = alérinté. Most ezen
hasonlé hdromszsgekben :

KD : MD=NG: MG,
vagy: 2AD: MD=NG: MG=HD: MG,

ésigy: MG—= ——

mér ezen egyenlel’ elsd részét EM-mel , mdsik részét

AD-vel (mivel EM = AD) sokszorozvin, lesz:
MD x HD
MGXEM — - %I____

Innen ldtnivald , hogy o’ HDML pédrlag’ ndvara két-
akkora, mint az FEMG pérlag’ udvara, — Igy tehdt a’
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félhajtalél’ udvar-terilete két~akkora, mint az AEM tér’
udvarterilete. — Es ha az AEMD fél pérlaghol } rész
kivonatik : - ott marad a’ félhajtalék’ udvara; — és ha
az EImM egész pérlag’ udvardhol J-rész kivonatik : ott
marad az egész hajtalék’ udvara. Esigy @ hajtalél’
udvara az EImM pdrlag’ udvardnak 3 része.
73.

A’ hajtalék~tomeg’ (parabolois) tartalma kijé, ha &’
fenél’ korterilete féltengelylyel sokszorostatik. (id. 10).

Ugyanis : képzeljiik a’ hajtalék’ udvardt végetlen |
sok ’s végetlen kicsiny — de épen azért egyenld ma-
gossdgt pérlagakra, mint Aabe, bdef, ’sat. felosztatni;
— ezen parlagok’ osszege egyenld a’ hajtalék’ ndvard~
val. Ha ezen pérlagok a’ tengely korill egészen meg-~
fordulnak : szdrmaznak beloldk ugyanannyi, végetlen kis
magossdgu hengerek, mellyek’ Gsszege teszi a' pu-
rabolois’ tomegtartalmst. Ezen hengerek’ fenekeinek
sugarai az illetd rendszdlak. Es ezen hengerel’ tomegei,
mivel magossigaik egyenldk, ugy vannak egymdshoz,
mint fenék-udvaraik ; azok pedig ligy, mint sugaraik’
négylegei, — ésigy mint a’ rendszdlak’ négylegei. —
A’ rendszilak’ négylegei pedig a’ hajtaléknal uigy van-
nak egymdshoz, mint az illetd metszékek. Esigy aw
emlitett hengerck’ tomegei gy vannak egymdshoz,
mint a’ megfelelo, egyenlé metszékek. — Legyen az
els6 metszék Ab=— 1, a’mésodik Ae =2, Ag =3, "sat.,
— lehdt a’ hengertémegek olly sorzatban nének, mint
a' természetes szamok. — Ksigy mindezen hengerek’
tsmegeinek Osszege' épen tigy jo ki, mint a’ termé-
szetes szdmok’ bizonyos sorzata’ minden tagjainak dsz~
szege, t.i. az elsd és ulolsé lag® Osszege a’ lagok’
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szdmdnak felével sokszoroztatik. Mdr itt az elsé henger
= 0; — az utolsé pedig = a’ parabolois’ fenékteriilete,
végetlen kismagossiggal. — Esigy, mivel az elsd tag
==0, nem szaporit: ha a' parabolois’ fenékteriilete, —
minden hengerek’ magossdgdnak félosszegével, vagyis
a’ parabolois’ félmagossagdval sokszoroztatik, — kijd
annak tomegtartalma.
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