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?)Ljemi mártanom^ második részében a’ tértant. 
háromszögtant, és kúpszelettant együtt adni vala 

szándékom; ’s hogy ezek’ megjelenése az első rész 

után két évig halada, leginkább ez szülé. Azon

ban nyomtatás közben jöttem azon gondolatra, 

hogy ezen egy részből kettőt csináljak, —  mi

szerint imez előbb megjelent második rész csupán 

a’ tértant, —  a’ már sajtó alatt levő , ’s minélelöbb 

megjelenendő harmadik rész pedig a’ háromszög-  
és kúpszelettant foglalja magában; melly különvá

lasztás a’ könyv’ könnyebben szerezhetése’ tekin

tetéből is czélszerünek látszik.

Kútfejeim valának, a’ magyar mértani mun

kákon ■ kivül: Vega ( Vorlesungen iiher dic Ma-  

thematik), —  Littrow (Anfangsgründe dér ge- 
sammt en Malhematik), —  Lacroix (Élemen# de



Géométrie) ,— Cirodde (Leqons de géométrie) , —  

’s a’ tér- és háromszöglanban főként: Cours de 
mathématiques a l’usage de la maríné, Tome 
secondy — • Géométrie et Trigonométrie, pár 

M. J. N. Nicollet; —  a’ kúpszelettanban pedig: 

Elementar-Unterricht in dér reinen und ange- 
wandten Mathematik ’sat. von S. Sachs.

Mivel a’ legnagyobb gond mellett is benma- 

radható sajtóhibák, ha ki nem javíthatók, a’ mértani 

könyvet szinte használhatlanná teszik : ne ütközzék 

meg az olvasó abban, hogy itt a’ javitandóknak 
jó nagy számát találja, mert én nagy gonddal kí

vántain minden —  főként értelemzavaró — • hibákat 

kijegyezni, —  vajha egy se kerülte légyen el fi

gyelmemet; — - ’s ezeknek előleges kijavítására 

mindenkit, ki e ’ munkát használni kívánja, bizo- 

dalominal kérek.

Kecskemét, Aug. 26-dikán 1844.

SZERZŐ.



E lő ism eretek

t . § .

H a  a’ mennyik körül nem csak a’ részek’ sokaságát 
tekintjük — mint a’ számtanban — ; hanem egyszers
mind a tért is, mellyet azon részek együttvéve elfog
lalnak, még pedig azon térnek mind nagyságát, mind 
idomát, melly utóbbi a’ részeli’ egymásiránti hely
zetétől föltételezletik: ezen tekintetben nevezzük a’ 
mennyiket folytonosoknak, ’s a1 tiszta mértan’ azon ré
szét, melly ezekről tanít, tértan-nak (geometria).

A’ folytonos mennyiket, mint érzékeink alá eső 
anyagokat, testeknek, — mint az anyagtól különválva 
képzelt üres, határozott nagyságú ’s idomú tereket, ür-  
testeknek, vagy tömegeknek, — ’s ezeknek térfogla
latát terjedőinek nevezzük. Az ilrtest* vagy tömeg' tér-  
jedcte a’ tiszta tér tannak tárgya.

2. §.

A’ tömeg’ lerjedetének 3 fő iránya van: hosszúság, 
szélesség, vastagság (vagy mélység, vagy magasság).— 
Hosszúságnak neveztetik a’ tömegnek valamerre irány
zott egyszerű terjedctc; szélességnek a hosszúságot 
keresztül metsző irányú terjcdet; vastagságnak a’ két 
előbbit együtt véve keresztül metsző irányú terjedek —

H. Rész. Tér tan. I



Az egyszerű terjedet, mellyben csupán a’ hosszu- 
ság tekintetik, minden szélesség és vastagság nélkül, 
neveztetik vonalnak (Iinea). — A’ vonal’ kezdete és 
végzete, vagy többek’ választéka neveztetik pontnak 
(punclum), — melly tehát terjedet nélküli, ’s igy ré
szekre sem osztható. — A’ vonal, mint véges és hatá
rozott terjedet, két pontoknak egymáslóü távolsága.

A’ hosszúság és szélesség együtt képezik a’, terület’ 
(superficies) fogalmát. A’ terület tehát olly összetett 
terjedet, mellyben van hosszúság és szélesség, — de 
vastagság nincs; vagy ollyan terjedet, mellyben a’ 
hosszúság szélességgel is bír. A’ terület, mint véges és 
határozott terjedet, vonalak által határoztatik; ’s nem 
egyéb, mint vonalak által minden felöl bezárt tér.

A’ hosszúság, szélesség és vastagságegyütt képe
zik a’ tömeg’ fogalmát. A’ tömeg tehát ollyan terjedet, 
mellyben a’ hosszúság és szélesség, vagyis a’ terület, 
vastagsággal vagy magassággal is bir.— A’ tömeg, mint 
véges és határozott terjedet, területek állal határozta
tik, — ’s nem egyéb, mint területek által mindenfelől 
bezárt tér. —

Jegyzék. A’ terjedet származását igy képzelhetni:
a) Ha a’ pont elindul, ’s nyomokat hagy maga után: ott 

származik vonal.
b) Ha a’ vonal egy másik keresztbe fekvő vonalnak minden 

pontjára önmaga mellé fektetik : ott származik terület.
c) Ha a' terület egy keresztbe fekvő vonalnak minden pont

jára önmaga mellé fektetik : ott származik tömeg.
Ezen származtatás ugyan mértanilag helytelen: de a' kezdő 

felfogásán segíthet.

3. §.

Mivel minden test körül, e’ három közül valamely- 
lyik lehet mérés’tárgya, t. i. vagy annak egyszerű tér-



jedete, vagyis vonala,— vagy t e r ü l e t e vagy tömege: 
innen természetesen ered a’ tórtannak ezen 3 szakasza: 
1) Vonaltan (eulhymetria); 2) Területtan (epipedo- 
metria); 3) Tömegtan (slereometria). —

Azonban mivel — mint alább bővebben látandjnk — 
a’ vonal vagy egyenes, vagy görbe, — ’s a’ görbék 
közt legegyszerűbb a’ kör’ körülete; mint szintén a’ te
rület is vagy egyenes (raelly síknak neveztetik) vagy 
görbe; és a’ tömegek is illy kétféle területekkel zá
ratnak b e : az elemi térlannak tárgyai csak az egyenes 
vonalok, ’s a’ görbék közül nem több, mint a’ körkö- 
rület; továbbá az egyenes vonalak és a’körkörület által 
bezárt síkterületek; — végre az illynemü sikterüle- 
tekkel bezárt, vagy ezekből származni képzelt töme
gek ; — a’ többi görbe vonalak, területek ’s tömegek 
a’ felsőbb mértan’ tárgyai.

Jegyzék. 1. Némelly mértanúrok a’ tértant két szakaszra t. i. sík- 
tanra és tömegtanra osztják, — a" síktanban adván elő a’ vo
nalak’ és tci illetek’ törvényeit. És ezt azon okból teszik, mivel 
mind az egyenes vonalak’ viszonyai, mind a’ görbék, általuk 
bezárt területeket feltételeznek. Azonban ámbár ez igaz: de 
mivel a' bezárt területek’ keritését, azoknak udvarától elkü
lönítve vizsgálni nem csak könnyű, de természetes is: innen 
a' szokott 3 szakaszra osztást helytelennek nem tarthatjuk.

Jegyzék. 2. A’ tiszta tértan (geometria púra) a’ terjedetek’ 
törvényeit tisztán, elvonva, nein alkalmazva fejtegeti; az al
kalmazott tértan (geometria practica) pedig azokat földmé
résre alkalmazza. Mi hellyel hellyel a’ tiszta igazságokon kí

vül, azoknak alkalmazásából is némelly könnyebb feladatokat 
megemlítünk, azért hogy a’ tanulónak azokról is némi fo
galma legyen. § 4 .  t

Tértani alaptételek.
Azon alaptételeken kívül, mellyeket a’ mértan’ első

t *



részében — a’ számtanban 8. §. — látánk: jegyezzük 
meg itt e’ következőket:

1) Két pont közölt egyenes vonalat mindig lehet 
húzni, — legalább gondolattal.

2) Két terjedetek, — akár egy, akár kettő, akár 
három iránynak,— egyenlők akkor, ha egymásra tétet
vén egymást teljesen elfedik, vagy minden megfelelő 
részeikben összeillenek.

3) Adjuk ezekhez még ezt: igaznak kell elismer
nünk minden ollyan tételt, mellyet nem lehet tagadni 
a’ nélkül, hogy képtelenséget ne állitnánk.



ELSŐ SZAKASZ.
T o n a lta n .

ELSŐ CZIKKELY.
A  vonalakról.

5. §.
Vonalaak neveztetik két pont közti térnek hossza, u. i 

A’ vonal vagy egyenes (linea recta), vagy görbe (linea 
curva). — Egyenes vonal az , melly kezdetétől végéig 
minden elhajlás nélkül ugyanazon egy irányt tart. 
Irányát két pontok tűzik ki, mellyek ha végpontok, 
a’ vonal’ hosszát is meghatározzák. Az egyenes vona
lat két végpontjaira tett betűkkel szoktuk kimondani, 
p. o. ab. —

Görbe vonal az, melly kezdetétől végéig szüntelen 
változtatja irányát, és igy mellynek legkisebb része 
sem egyenes. (Idom. 2.) Egyik ponttól a’ másikig húz
ható akárhány vonalak között legrövidebb az egyenes 
vonal. Innen az egyenes vonalat illetőleg következő 
tételek állanak:

1) Két pont között különböző egyenes vonalak nem 
eshetnek. Mert az egyenes vonalak csak hosszaságukra 
nézve különböznek egymástól; hosszaságukat pedig két 
pont meghatározza: és igy ezen tekintetben sincs helye 
különbségnek.

2) Két pont közt csak egy egyenes vonal fekhetik; 
mert ha többet képzelünk: azok egymással összeesnek;



mivel sem egyik sem másik semmi felé sem tér el ugyan
azon közös iránytól.

3) Több különböző hosszúságii egyenes vonalak is, 
ha két közös pontjok van, egymáson feküsznek.

4) Innen két pont, bár minő bosszú egyenes vonal’ 
irányának kitűzésére elegendő.

5) Két nem egymáson fekvő egyenesen vonal csu
pán egy pontban vághatja egymást keresztül, — vagy 
csupán egy közös ponttal bírhat;—mert ha többel bírna, 
ügy egymáson fekünnék.

6) Két egyenes vonal tért be nem zárhat; mert arra 
nézve két pontban kellene egymást vágniok, vagy 
érintniök. — Már pedig ezek csak egy pontban vághat
ják egymást.

7) Az akár egymás mellett fekvő, akár egy közös 
pontban egymást vágó egyenes vonalakból eredni kép
zelhető terület, — vagyis az ollyan terület, mellyre 
bármelly irányban egyenes vonalat úgy lehet húzni, 
hogy annak minden pontja a’ területet érintse, nevez
tetik síknak.

6. §.

i,i 3. Mivel az egyenes vonal két pont közt legrövidebb 
út: innen ha az AB egyenes vonalra (id. 3.) az azon 
kívül eső C pontból két egyenes vonal CA és CB hú- 
zalik: lesz

A C -b C B > A B .
És ha az.ACB bezárt térben belől eső D pontból az 
AB-rc ismét két egyenes vonal DA és DB húzatik: 
lesz

AC CB >  AD -b DB



Mert raegnyujtatván a’ BD, inig összeér az AC- 
vel az E -ig : lesznek

A D <A E-+-ED  
és B E<EC -{-C B ;

ezen két egyenetlenséget tagonként összeadván: 
A D -f-B E <  AE + E C H -E D -hC B , 

vagy AD -f- BE <  AC ED -h  CB,
vagy AD -+- ED +  BD <  AC -4- ED -4- CB; ' 
és az ED mindenik részből kihagyatván :

AD +  DB <  AC-f-CB.

7. §.

Hogy az ismeretlen vonal’ vagy hossz’ mennyiségét 
megtudhassuk: bizonyos ismert hosszasághoz kell azt 
szabni, vagy azzal összehasonlítani, mellyet mértéknek 
nevezünk. Alapmérlék sok nemzeteknél a’ láb, melly- 
nek meghatározott hossza különböző nemzeteknél kü
lönböző, p. o. a’ bécsi lábnál, mellyel mi mérünk, 
hosszabb a’ párisi láb, illy viszonyban: 1: 1 ,028 .— 
Ha 6 lábat összeteszünk, lesz egy öl. — A1 láb elosz- 
latik 12 egyenlő részekre vagyis hüvelykekre; — a’ 
hüvelyk ismét 12 vonalakra ; — a’ vonal ismét 12 
pontokra. Az öl’ jegye (° ) , lá b é ( ') ,  hüvelyké ( " ) ,  
vonalé ponté Hlyen hossz-mértékkel élünk 
a' közéletben, mellyel tizenkettedesnek nevezhetünk; a’ 
mérnökök pedig néha ugyanezzel,—néha könnyebb szá
mítás’ okáért tizedes mértékkel élnek,, miszerint az ölet 
felosztják 10 egyenlő részre, — ebből egy részt ismét 
10-re, ’s igy tovább, — azért hogy az alárendelt ré
szeket mindig tizedes törtekkel fejezhessék ki. — Néha 
pedig 10 lábat tesznek össze, ’s ezt nevezik rúdnak, 
vagy láncznak, vagy mérőpóznának (yeriicn, decempeda)



melly hasonlólag a’ tizedes törtek szerint osztatik ap
róbb részekre. 8. §.

jd. 4 — Két egyenes vonalnak egymás iránti fekvése 5 féle 
lehet, u. m.

1) Egyenközü, vagy egyközü, vagy párhuzamos 
vonalak (lineae parallelae) azok, mellyek mindenütt 
egyenlő távolsággal mennek egymás mellett, ésigy bár 
meddig nyúljanak, soha össze nem érnek. (id. 4.)

2) Összetartok (convergentes) azok, mellyek mi
nél tovább nyúlnak, annál inkább közelednek egymás
hoz (id. 5.); széttartók (divergentes) azok, mellyek 
minél tovább nyúlnak, annál inkább távolodnak egy
mástól. (icT. 6.)

3) Összeérők (concurrentes), mellyek egy pontban 
összemennek (id. 7.)

4) Szelők (secantes), mellyek egy pontban egy
mást vágják (id. 8.)

5) Függőlegesek (perpendiculares) vagy szabdasze- 
resek (normales) vagy függönyök (perpendicula) azok, 
mellyek közül egyik a’-másikon kölcsönösen merően, 
azaz úgy áll, vagy azt úgy metszi, hogy egyik oldalra 
sem dűl inkább, mint a’ másikra p. o. (id. 9.) az fe vo
nal a’ he-re, és viszont a’ be az fe -re függőleges, mert 
folytatván segédvonallal mind a1 be-1, mind az fc -1, 
sem az fc nem dűl akár a’ b, akár a’ g felé, sem a’ be 
akár a’ t akár a1 h felé; igy az ac-hez a’ db, ’s a’ 
db-hez képpest az ac függőleges; igy az ac és de vo
nalak egymást függőlegesen metszik; igy (id. 10.) a' pg 
és or vonalak egymáshoz kölcsönösen függőlegesek. A’ 
függőlegeseknek ellenébe tételnek a’ hajlottak, vagy



dűltek ( obliquae, inclinatae), mellyek közül egyik a’ 
másikon úgy all, hogy egy vagy más oldalra inkább 
dűl (id. 11.)

Sajátlag csak az ollyan vonalat leJietne függőlegesnek ne
vezni, mellynek állását a’ szabadon függő testnek, p. óngolyó
nak a’ föld felé, ’s ha gondolattal folytatjuk, a’ föld’ közép
pontja felé tartó iránya mutatja, ’s mellynek irányán esnek 
le a' leejtett testek. Ezen vonal egy oldalra sem dülöleg, vagy 
szabdaszeresen, vagy merően áll azon vonalra, mellynek irá
nyát a’ csendesen álló viz’ felszíne mutatja, — melly vonal 
vízirány osnak, vagy (átlagosnak (horizontális) neveztetik.— 
Azonban bármelly állásban is a’ vizirdnyhoz, ha két vonalak 
egymáshoz a’ leirt módon merően állanak, függőlegeseknek 
szokás azokat nevezni; bár általában helyesebb volna szabdci- 
szeresehnek (vagy talán merőlegeseknek) nevezni.

MÁSODIK CZIKKELY.
A  k ö r r ő l .

9. §.

Ha síkterületen valamelly egyenes vonal, p. AC m- 
(id. 12.) mozdulatlan C pontja körül mindaddig for
dulni képzeltetik, mig előbbi állására visszamegy: le
ír A  végpontjával egy magába visszatérő görbe vona
lat ABDEFA, mellynek minden pontjai, A, B,D, F, ’sat. 
a' középen eső C ponttól egyenlő távolságra vannak.— 
Az ezen görbe vonal által bezárt síktér neveztetik kör
nek (circulus) ; a’ C pont középpontnak (centrum) $ — 
az ABDEFA görbe vonal körűidnek (peripheria); — 
a’ kör illetne k bármelly kisebb-nagyobb része p 0. 
AB, AD, ’sat. körívnek (arcus); — bármelly körív’ 
végpontjait összekötő egyenes vonal p. N3I /túrnak 
(chorda, subtensa); — a' legnagyobb húr vagyis azon 
egyenes vonal, melly a’ körűiét’ egy pontjától annak



általellenes pontjára a’ középponton keresztül húzat- 
hatik p. AE, BF, átmérőnek (diameter); — ennek tele, 
vagy minden egyenes vonal, melly a’ középponttól a’ 
körűidig nyúlik, p. CA, CE, CF, szárnak  (radius); — 
a’ húr és körív közt eső tér p. EGFÍÍE szeletnek (seg- 
mentum); — azon tér pedig, mellyet két sugár és a’ 
köztök eső körív zár be p. ECFE gerezdnek (sector) 
neveztetik. —

A’ kört tehát igy határozhatni meg: a ’ kör egy ön
magába visszatérő, ’s a’ középponttól mindenütt egyenlő 
távolságra eső görbe vonal által bezárt tér.

Egyközepü körök (circuli concentrici) azok, mellyek 
ugyanazon középpontból húzatnak, — ’s mivel ezek
nek kőrületeik egyközüleg feküsznek, neveztetnek egy- 
közii köröknek is (paralleli);—müsközepüek (excenlrici) 
azok, mellyek külön középpontokból búzáinak.

10. §.

Következetek:
1) Ugyanazon körben minden sugárok egymással 

egyenlők: mert a’ körűiét a’ középponttól mindenütt 
egyenlő távolságra van. —

2) Hasonlóul minden átmérők is egymással egyen
lők : mert az átmérő nem egyéb, mint a’ sugárnak keltő— 
zete 5— ha a’ felek egyenlők, — az egészek is egyenlők.

3) Ha két vagy több köröknek sugárai egyenlők: 
azoknak kőrületeik ’S körterületeik is egyenlők.—mivel 
ha középpontjaik egymásra tétetnének, ezen körök 
egymást elfednék; és igy ezeknek ugyanannyid ré
szeik is, p. feleik, harmadaik ’sat. egyenlők.

4) Ugyanazon körben egyenlő húrok, egyenlő 
köríveket metszenek. Mert legyen p. o. hlír EF ~  EH;



’s képzeljük az Eli szeletet az EF szeletre úgy tétetni 
rá, Iiogy az E pont az F -re , a’ II—az E-re essék: 
ekkor elfedik egymást a’ húrok, mivel egyenlők, — de 
elfedik a’ körívek is, mivel végpontjaik összeesnek, 
a’ többi pont jai pedig mindkettőnek mind egyenlő tá
volságra vannak a1 középponttól; — következőleg ezen 
két körívek egyenlők. —

5) Minden átmérő a’ körületet, és a’ körterületet 
két egyenlő részre osztja. Mert képzeljük p. o. hogy 
a’ BDIIF körív a’ BF átmérő körül megfordulván, az 
FNAB körívre borulna: ezen körívet amaz egészen 
elfedné, mivel végpontjaik is együvé esnek a’ B- és 
F-nél, — a’ többi pontjaik is, a’ középponttól mind 
egyenlő távolságra vannak. — Innen látnivaló, hogy az 
átmérő melleit kétfelöl eső körszeletek is egymást fe
dik, ’s így egyenlők; — és az átmérő a’kört két egyenlő 
részre, l. i. két félkörre osztja.

6) Innen bármelly egyenes vonal felett, vagy alatt, 
vagy mellett, ha rajta kör’ középpontja esik, félkör áll
hat, mert úgy nézhetjük az egyenes vonalat, mint kör' 
átmérőjét.

11. § .

Minden akár kisebb akár nagyobb körnek körű- 
lele, egyezmény szerint 360 egyenlő részekre osztalik, 
melly részek /o/í-oknak (gradus) neveztetnek. Minden fok 
ismét felosztatik 60 első perezre (minutum primum); — 
minden első perez 60 másodperezre (minutum secun- 
dum); — minden másodpercz 60 harmadperezre ’sat. 
Jeg)e a’ foknak (° ) , első pereznek ( ' )  másod perez
nek ( " )  harmadnak ( " ' )  ’sat. p. o. 25° 40' 12" 32 '" 
25 fok, 40 első-, 12 másod-. 32 harmadpercz. — A’ fran-



czia mértanárok szokták a’ körfiletet 400- *s így a1 
körnegyedet 100 fokra,—minden fokot 100 első perez
re ’sat. felosztani; — de ezen osztály nincs ma divat
ban. — A’ körív’ nagyságának fokok általi meghatá
rozása annak igazi hosszát nem mutatja, — hanem csak 
azon körívnek az ö egész körületéhezi viszonyát, p. o. 
30 foknyi körív tesz valamelly körületnek, kisebbnek 
nagyobbnak 3̂t(°Tr =  -jV részét. —

Ezen felosztás szerint a’ körűiét’ fele vagy félkör — 
180°;— negyede, vagy körnegyed (quadrans)=90.° —

HARMADIK CZIKKELY.
A ’ szögletekről.

*
12. § .

w. i3. Egy központban összemenö két vonalnak ac és be, 
(id, 13.) egymástól eltávozása, vagy egymáshoz hajlása 
által képzelt nyílás neveztetik szögletnek, vagy szög
nek (angulus) — a’ szögletet képző két vonalok nevez
tetnek a’ szöglet’ szarainak (crura), — azon pont pedig 
c, hol ezek egymással összejönek, a’ szöglet’ csúcsá
nak (vertex anguli). A’ szöglet vagy három betűvel 
mondatik ki, úgy hogy a’ csúcsnál eső betű mindig 
középre essék, p. o. acb, vagy bca; — vagy pedig egy 
a’ csúcsnál akár kívül, akár belől írott betűvel, p o. x 
vagy c, — ’s rövidség végett ezen jegygyei (< .)  mutat
juk, p. o. <  acb =  acb szöglet. Vagy < x , <. c. A’ 
szöglet' származását úgy képzelhetni, mintha a’be vonal 
előbb az ac-n feküdt volna, — azután a’ c véginél 
megnyomatván a’ b végivel felemelkednék s az ab



körívei írná le. Minél tovább távoznék a’ be az ac-től; 
annál nagyobb mind a’ körív, mind a1 szöglet. — A’ 
szöglet’ nagysága tehát nem függ a’ szárak’ hosszától, ha
nem a’ szárak egymástóli kisebb nagyobb távozásától, 
vagyis azon körív’ nagyságától, melly a’ szárak közt esik, 
ha t. i. a’ szöglet’ csúcsában esik középpontja azon 
körnek, mellynek ezen körív egy része. Innen a’ szög
let’ nagyságát épen ezen körívvel mérjük, úgy hogy a’ 
hány foknyi ezen körív, annyi foknyinak mondjuk a’ 
szögletet is ; — ’s a’ szögletet ezen körívvel néha fel 
is cseréljük. Azonban a’ csúcsból mint középpontból 
akárhol húzassanak körívek a’ szöglet’ szárai közé p. o. 
ab, ab ', a"b", a !b3, a4b4, mindegy; —mindenik mértéke 
a’ szögletnek, mert a’ be szárnak ugyanazon emelkedé
sével , csakhogy külön távolságú pontjainál származ
tak, — ’s igy mindenik egyenlő fokú, vagy mindenik a’ 
maga egészének ugyanannyid része.

13 §.

Egyenlő szögletek tehát azok, mellyeknek nyílása m. 
egymást elfedi—bármint különbözzék is száraik’ hossza. 
Több egyenlő szögleteknél, ha csúcsaikból, mint kö
zéppontból egyenlő sugárral mindenikben körív íratik: 
ezen körívek nemcsak fokaik’ számára, de igazi nagy
ságukra nézve is egyenlők, — mert egymásra tétetvén, 
egymást fednék; — ésigy ezen köríveknek húrjaik is 
egyenlők (lásd 10 §. 3.4.). Innen valamelly kiadott szög
lettel ACB(id. 14.) egyenlő szögletet így lehet csinálni: 
a’ kiadott szöglet’ C csúcsából, annak szárai közé tet
szés szerinti sugárral p. CA körív AEB, és annak húrja 
AB huzatik; továbbá az adott egyenes vonal’ c pont
jából ca — CA sugárral határozatlan nagyságú körív ka-



nyarittatik, ’s az a pontból az AB-vel egyenlő húr ab 
felállitatik; — végre az így talált b pontból a’ c-hez 
egyenes vonal Iiüzatik: ’s most <, a c b =  <  ACB, mert, 
mérő köríveik egyenlők, aeb — AEB, mivel ezeknek 
húrjaik egyenlők, ab — AB.

Ugyanezt véghez lehet vinni, — valamint bárminő 
nagyságu szögletet lehet Írni, — ’s bármelly szöglet’ 
nagyságát megmérni azon műszer’ segítségével, 
mellyet szögmérőnek (transportatorium) neveznek, — 
melly egy, rendszerint érezböl készült, 180 fokra — ’s 
néha fél — vagy negyed fokra is osztott félkör, melly 
egy széles keresztlemez által foglaltatik össze.

14. §.
,i.,3.,6 Ila az AB egyenes vonalra (id. 15.) CD függöny ál- 

littatik: e’ melleit kétfelöl egyenlő szögletek képez- 
tetnek, <  x =  <  y, mert a’ függöny egyik oldalra sem 
dűl. És mivel egyenes vonal felelt félkör — 180° állhat: 
tehát ezen szögletek közül mindegyiknek mértéke 
90n vagy körnegyed. Az illyen szöglet neveztetik egye
nes-,vagy derék-, vagy merőszögleinek (angulns rectus). 
— Egyenes szöglet tehát az, mellynek mértéke 90 
foknyi körív, ’s mellynek szárai egymásra függőle
gesek vagy szabdaszeresek (normales); miből ismét 
látnivaló, hogy az egyenes szögletet képező vonalak 
egymásra mindenkor függőlegesek; és az egyenes szög
letek egymással mind egyenlők. Az egyenes szögletnél 
nagyobb vagy kisebb szögletek közös névvel nevez
tetnek ferdéknek (ang. obliqni); a’ nagyobb p. (id. 16.) 
ACD tompának (obtusus) — a’ kisebb p. DCB hegyes
nek (acutus.)

15. §.
id i« Valamelly egyenes vonalon egymás mellett fekvő



szög-letek p. o. (itl. 16.) a* AB vonalon fekvő <* ACD és 
DCB valamint az ED vonalon <  ACE és <  DCB 

neveztetnek egymáshoz képest mell éh szögleteknek 
(anguli contigui). Ezek egymást félkörre =  180°ra 
egészítik, mivel egyenes vonalon félkör állhat, ’s így 
inindnyájok’ mértéke összesen =  félkör: innen ezek 
egészítő szögleteknek is (ang. snplemenlales) neveztet
nek. -- Ha két mellékszögletek egyenlők :[úgy mindenek 
egyenes, vagy 90 foknyi, m e r t 90;  ha nem 
egyenlők: úgy egyik tompa, másik hegyes. — Ila kö
zölök egyik kiadatik: úgy a’ másik is tudva van, — 
p. o. ha egyik =  50°, úgv a’ másik =  130f): ha egyik 
;. 70°, úgy a’ másik =  110°’sat.

16. §.

Két egymást metsző vonalak által képeztetett 4™ 
szögletek közül kettő keltő csúcscsal áll egymás ellené
ben : ezek neveztetnek csúcsszögleteknek (anguli verlí- 
cales) p. o. (id. 16.) <. ACE és <. DCB, valamint <, ACD 
és <. ECB is egymáshoz képest csúcsszögletek.

A' csúcsszögletek egymással egyenlők. Mert nyil
ván való, hogy ha két mennyiség közül mindegyiket 
egy harmadik egyenlő nagyságra egészíti k i: azon két 
mennyiségek egyenlők. Már pedig <  DCB-t <  DCA 
kiegészíti 180°ra , mert az AB vonalon mellékszögle
tek; úgyde ACE-t is <. DCA 180nra egészíti ki, 
mert az ED vonalon mellékszögletek: ésigy <  DCB — 
^  ACE. Vagy

DCB -t- <  DCA =  180° 
és <  ECA-+- <. DCA =  180°: 

a’ mik egy harmadikkal (itt a' 180°-kal) egyenlők: azok 
egymással is egyenlők, ésigy



DC8 -+- DCA =  <  ECA -4- DCA; 
egyenlőkből egyenlőket (<. DCA-t.) kihagyván 

<  DCB =  <  ECA.
Épen igy mutathatni meg, hogy <  ECB =  <  ACD.

Innen ha egymást metsző kétvonalak által képzett 
4 szögletek közül egy kiadatik: az által a’ többi is 
mind kiadatik. p. o. ha <  DCB =  50°: úgy <, ACE 
is =  50°;

<. DCA pedig= 1 3 0 ° , <  ECB is =  130°.
És ha ezen szögletek közül egy egyenes, a’ többi 3 is 
mind egyenes.

Ha egy pontban kettőnél több vonalak metszik egy
mást: az azok által képzett szögletek összesen tesznek 
4 egyenest, vagy 360 fokot.

17. §.

Minden szögietek közt legtökéletesebb az egyenes; 
a’ honnan az gyakran egység gyanánt vétetik, ’s más 
szögletek, akár nagyobbak ennél, akár kisebbek, ehhez 
képest hiányosoknak tekintetnek; a’ hegyes szöglet 
igenlegesen, — a’ tompa pedig nemlegesen hiányos. 
Azon szöglet, melly egy másiknak akár igenleges, akár 
nemleges hiányát az egyenesre kipótolja, neveztetik 
pófs&ögletnek (angulos complementalis), vagyis mivel 
az illyenek mindketten kölcsönösen kipótolják egymást 
egyenesre, kölcsönösen egymáshoz képest, nevez
tetnek pótszögleteknek; igenleges pótlékok tehát azok, 
mellyeknek összege — nemleges pótlékok pedig azok, 
mellyeknek különbsége tesz egy egyenest p. o. (id. 17.) 
<. ACE és ECD, egymáshoz képest igenleges pótlékok; 
de <ECB és DCB egymáshoz képest nemleges pótlékok; 
— a’ 60° a’ 30°nak, — ’s viszont a’ 30° a’ 60°nak



igenleges, — igy 30° a’ 120°-nak, és 120° a’ 30-nak 
nemleges pótlékai.

Innen látnivaló, hogy két mellékszögletnek ugyan
azon pótléka van, — csak hogy az a’ hegyesre nézve 
igenlcges, — a' tompára nézve nemleges.

NEGYEDIK CZ1KKELY.

A ’ függőleges cs hajlott vonalakról.

18. §•
»

Mi elölt tovább mennénk, a’ függőleges és hajlott 
vonalakról tegyünk itt némelly jegyzéseket, mellyek a’ 
következőknek alapul szolgálnak:

I. ) Valamellg egyenes vonalra, valamelly kiadott 
pontból csak egy függönyt lehet húzni. Itt két eset van:

a) Ha az adott pont az egyenes vonalon van p. o. m. 
(id. 17) a1 C pont, erre több függönyt húzni nem lehet, 
csak a1 CD-t. Mert tegyük fel p hogy a’ CE is függöny 
volna; mivel minden függöny egyenes szögletet képez, 
az egyenes szögletek pedig egymással mind egyenlők: 
tehát ebből az következnék, hogy szöglet ECB=DCB; 
ez pedig nem igaz.

b) Ila az adott pont az egyenes vonalon kívül esik, 
— p. o. (id. 18.) az AB vonalra, az 0  pontból nem lehet 
több függönyt húzni egynél $ mert tegyük fel, hogy az 
OC és OD is függönyök volnának, ha az OCD téridomot 
az AB oldal körül megfordulni képzeljük, úgy hogy az 
OCD feküdjék az O'CD re: ekkor szöglet OCD-t-O'CD- 
nek két egyenes szögletet vagy 180 fokot kellene ten
nie, mert minden függöny külön egy egyenes szögletet 
képez. Űgyde igy az 0C0' vonalnak egyenesnek kel—

II. Rész. Tértan. 2



lene lennie, mert az mellett állhat 180°-nyi körív. Ez 
pedig- képtelen, mert az 0 és O' pontok közt csak egy 
egyenes vonal lehet, t.i. az 00 '.

(I 19 II.) Ha valamelly egyenes vonalra (id. 19.) AB, egy 
azon kívül eső pontból 0, húzatik függöny OC, és dűlt 
vonalak OD, OE ’s a’ t. 1) a’ függöny mindnyájok közt 
legrövidebb. 2) a függönytől egyenlő távolságra eső dűltek 
egyenlők. 3) a' függönytől legtávolabb eső dűlt leg
hosszabb.

Ha az OEDC téridőm az AB körül megfordulni kép
zelteik, úgy hogy az O'EDC-re feküdjék: lesz 0C = 0 'C , 
0D =0 'D , OE —O'E, és az OCO' vonal egyenes. Ezek 
igy lévén:

1) (1. 6. §) OCO'<ODO', és;OCO'<OEO': ésigy 
a’ felek is kisebbek: OC<OD, OC<OE.

2) Ha CD CD', lesz OD^OD'. Mert az ODC 
léridomot megfordítván az OC körül; a’ DC elfedi a’ 
CD -t: és igy az OD is elfedi az OD-t; azaz OD OD'.

3) A’ 6.§. szerint ODO<OEO': és igy OD<OE.
Következet. 1) Valamelly pontról egy vonalra húz

ható függöny azon pontnak ezen vonaltóli távolságát 
mutatja; és ezen távolságot nem egyéb mutathatja, mint 
függöny.

2) Valamelly vonalra egy kívül eső pontról két 
egyenlő vonalnál többet húzni nem lehet. 

i 2o III) Ha (id. 20.) az AB vonalnak épen közepére 
CD függöny húzatik: 1) minden pontja a' függönynek 
p. o. E , egyenlő távolságra lesz az AB vonalnak szélső, 
A és B pontjaitól. 2) Minden a' függönyön kívül cső 
pont p. F. különböző távolságra lesz ugyanazon szélső 
pontoktól.

Ugyanis. 1) Ha az E. ponttól huzatnak az EA és EB



vonalak: valamint AC=CB: úgy az A E = E B , mint 
imént II—ik sz. alatt látánk.

2) FB<FA, mert FB<BE-F-EF; vagy BE helyett 
AE-t tevén: FB<AE-f-EF, azaz : FB<AF.

Innen egyenesen í'oly, hogy ha egy egyenes vonal
nak két szélső pontjaitól egy kívül eső pont egyenlő tá
volságra van: 1) azon pontból a’ vonal’ közepére csak 
függönyt lehet húzni. 2) azon pontból az adott vonalra 
húzható függöny ezen vonalat két egyenlő részre osztja.

ÖTÖDIK CZIKKELY.

Az idomokról áfáidban, ’s különösen a’ háromszögről.

19. §.

A’ síkterület valamelly részének mindenfelöli bezá-1 j á 
rására legalább is 3 vonal szükséges. A’mindenfelől be
zárt síkterületet, ha bezáró vonalait, ’s azok által kép
zett szögleteit tekintjük, nevezzük síkidomnak. A’ be
záró vonalak külön külön oldaloknak , összesen véve 
derítésnek (perimeter) a’ bezárt terület pedig udvar
nak (area) neveztetik.

A’ hány oldal, annyi szöglet van bármelly síkidom
ban. Már vagy az oldaloktól, vagy a’szögletektől — azok
nak számukhoz képest — vétetnek a’külön fajta idomok’ 
nevei. Jelesen: háromszög ha három,— négyszög ha négy,
— ötszög ha öt oldalvonalak által záratik. Atalában pedig 
a’ síkidom neveztetik sodssógnek (polvgonum). Ide tar
tozik a’ kör is, mint végetlen sok oldalú sokszög. Mind 
ezek közt legegyszerűbb a’ háromszög, inellyröl e’ he
lyen szükség valamit elölegesen tanulnunk: mielőtt
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mind ugyanezekről bővebben, — mind a’ többi sokszö
gekről különösen tanulnánk.

Ila a’ háromszögnek mind a’ 3 oldala egyenlő: egyen 
oldalúnak (aequilaterum); — (id. 21.) — ha csak két 
oldala egyenlő: egyenszdrunak (aequicrurum, v. isosce- 
les); — (id. 22.) — ha minden oldala különböző: külön 
oldalúnak (scalenum) — (id. 23.) neveztetik. — Szög
leteire nézve: ha van benne egy egyenes szöglet: egye
nes szögűnek (triangulum rectangulum), — (id. 24.) — 
ha van egy tompa szöglet: tompaszögletünek (oblus- 
angulum), — (id. 25.), — ha minden szögletei hegyesek: 
hegyes szögletiinek (acutangulum), — (id. 26 ) nevez
tetik. — Különösen az egyenes szögű háromszögben az 
egyenes szögletet képező két oldalok AB és BC mellék- 
oldaloknak (cathetus), — a’ harmadik t. i. az egyenes 
szöglettel általellenes AC pedig feszes-oldalnak (hypo- 
tenusa) neveztetik.

A’ háromszög’ oldalai közül egyet, akármcllyikct, ne
vezhetni talpnak (basis); az azzal általellenes szöglet 
tető (vertex) lesz, — a’ többi két oldalok szárak (cru- 
ra). A’A ' magosságát mutatja a’ tetőből a’talpra eresz
tett függöny, melly tehát a’ felvett talphoz képest külön
böző, — ’s néha csak segédvonallal folytatott talpra 
hűzathatik; p. o. (id. 27 ) ha talpnak tesszük ab-1, úgy 
magasság =  ed, ha talp a1 eb: magasság =  ae; ha talp 
az ac: magasság bf; — (id. 28.) ha talp a’ eb: ennek 
folytatására bocsátjuk az a tetőből a1 magosságot mulató 
ad függönyt.

20. §.

A’ háromszögnek hat része van: t. i. három oldal, és 
három szöglet. Ezen hat részek egymással olly viszony-

s.



bán vannak, ’s egymás’ mekkoraságát kölcsönösen ngy 
feltételezik: hogy ba 3 közülök — bizonyos kikötésekkel 
’s feltételek alatt — kiadatik, a’ többi 3 rész’ mekkora- 
sága természettel következik. Ezen viszonyok, ’s azon 
feltételek, mellyek alatt 3 kiadott részből a’többi 3-nak 
mekkorasága folyik, ki fognak tűnni, ba elöadandjuk 
azon különböző eseteket, mellyekben két háromszög 
egymással egyenlő lehet. De mielőtt ezeket előadnánk, 
jegyezzük meg, hogy a’ C. §-bani tanitmányt ide alkal
mazván:

1) Minden A -ben ABC (id. 3.) egy akármelly ol
dal AB kisebb mint a’ másik kettő’ összege.

2) Ha a’ A ' udvarában eső bármelly D pontról egy 
oldalnak AB két végire egyenes vonalak, AD, BD hú- 
zatnak: ezen két vonalak’ összege kisebb mint a’ ' 
másik két oldalának összege.

21. §•

Ha két háromszögnek ABC és A!B‘C‘ (id. 29 J két u. 2>>. 
oldalai egyenlők, AC— A'C', és B C = B /C‘; de az ezek 
közt eső szögletek nem egyenlők, C >  C : akkor ezen 
nem egyenlő szögletekkel általellenes harmadik oldalak 
sem egyenlők, még pedig a ’ nagyobb C-cel általelle
nes AB, nagyobb, mint «’ kisebb C '-rel általellenes 
A B ' oldal

Tegyük rá az A'B'C' háromszöget az ABC-re, 
úgy hogy az A C' az AC-re essék 5 mivel C' < C , , 
tehát a ’ B'C' a’ BC-vel össze nem esik, hanem elsze
gülve megy, ’s az A'B'C' háromszög’ hegyi vagy 
bele esik a’ másik A -be a’ b -nél, — vagy az AB 
oldalra a’ b '-né l, — vagy kívül azon a' b"-nél.



Első esetben: Ab h-  bC < A B -f-B C ,' 
vagy: A'B' -+- B'C' <C AB -f- BC, 

és mivel: B'C' =  BC, ezt kihagyván, 
lesz: A'B' <  AB.

Második esetben: látnivaló hogy A'B' vagy Ab'<AB. 
Harmadik esetben: Ab' vagy A'B' <C AB, 

mert: A b"<  A b'-4-b' b"
BC <  Bb' -f-b' C

összeadván: Ab"-f-BC<[Ab'-f-Bb'-+-b b"-f-b'C 
vagy: A'B'-4-BC<ABh-B'C' 

és mivel: BC=B'C ', ezt kihagyván: 
lesz: A'B'<AB.

22 . §.

Két háromszögek ABC és A'B'C'. (id. 30J  egyen
lők, ha egyiknek három oldala, másiknak három megfe
lelő oldalával egyenlő.

Mivel AB—A B ', A C = A C <, B C =B 'C ': szük- 
ségkép’ az egyenlő oldalokkal általellenes szögletek is 
egyenlők, A = A ', B—B', C =C '. Mert ha ez így nem 
volna, p o. ha A nagyobb, vagy kisebb volna, mint A': 
úgy az előbbi állítmány szerint az általellenes BC oldal 
is nagyobb, vagy kisebb volna , mint B'C'; pedig azt 
tevénk fel, hogy azok egyenlők: ésigy A = A '. — 
Épen így a’ többi szögletek is. Már ha egyik A-nek 
hat alkotó részei, a’ másiknak hat részeivel egyenlők : 
úgy egyik a’ másikra letetvén, egymást elfedik, ésigy 
egyenlők.

23. §.

Két háromszögek ABC, és A  B C1, f  id 30) egyen
lők, ha egyikben egy szöglet, *s az azt képző két oldatok,



a másikban egy szöglettel, ’s az azt képző két oldatok
kal megfelelöleg egyenlők.

Legyen szöglet A =*A', A B =A 'B ', AC A'C': ha 
ezen három részek egyenlők, úgy egyenlők a’ három 
hátra levők is, t. i. BC=BC ', szöglet C = C ', B =B '. 
Mert tegyük rá az A'B'C' háromszöget az ABC-re, 
hogy p. o. az A'B' az AB-re essék: mivel az A' és A 
szögletek egyenlők, az A'C' épen az AC-re fog esni; 
és mivel A 'B '=A B, és A 'C '^ A C : tehát a’ C' pont a’ 
C-re, a’ B' a’ B-re fog esni, — ésigy a’ B'C' a’ BC-vel 
összeesik. így az egymásra eső A -e k  minden részeikkel 
egymást elfedik: tehát egyenlők.

Követk. A ’ háromszög meg van határozva, ha két ol
dal, ’s azok közt eső szöglet kiadatik.

24. S.

Két háromszögek ABC—A'B'C' (id. 30) egyenlők, Id 
ha egyiknek egy oldala, ’s az e’ mellett eső két szögletek, 
a’ másiknak egy oldalával, ’s az e’ mellett eső két szög
letekkel megfelelöleg egyenlők.

Legyen AB—A'B', A = A ', B =  B': ha ezen 3 ré
szek egyenlők, úgy egyenlők a 3 hátra lévők is, t. i.

. C = C ', BC B 'C ', AC=A'C'. Mert tegyük rá az 
A'B'C' A -e t az ABC-re, úgy hogy az A'B' az AB-re 
essék, mivel szöglet A'— A, az A'C' oldal épen az AC 
irányon nyúlik e l, — és mive! a’ B '= B , a’ B'C' 
oldal épen a’ BC irányon nyúlik, — ’s igy az A 'C', és 
B'C' oldalak metszéspontja, a’ C', az AC és BC olda
lak metszéspontjával, a C-vel szükségkép összeesik; 
ésigy ezen két A -ek  minden részeikkel összeesnek,
— tehát egyenlők.



Könetk. A * háromszög meg van határozva, ha egy 
oldal, ’s két mellette cső szöglet kiadatik.

Köveik. Két egyenlő A -ben az egyenlő oldalakkal 
általellenes szögletek egyenlők.

25. §.

Két egyenes-szögű / \ - e k  egyenlők, ha feszes-olda
laik, és egy-egy mellékoldalaik megfelelöleg egyenlők.

Legyenek szöglel A—A', (id. 31) mert egyenes szö
gek, BC=B'C', és AB— A'B'. Az A'B'C' háromszög 
rá tetetvén az ABC-re, úgy hogy A'B' az AB-re essék: 
ekkor az A'C' az AC irányán, ’s azt fedezve emelkedik, 
és a1 C pont a’ C ponttal összeesik; mert ha össze nem 
esnék, úgy két egyenlő dűlt vonalak nem egyenlő tá
volságra esnének a' függönytől, — ez pedig képtelen
(i. ie. §.m.)

26. §.

Két egyenes-szögű A -ek egyenlők, ha feszes olda
laik, ’s egy-egy hajlott szögleteik megfelelöleg egyenlők.

Legyenek szöglet B—B' (id. 31.) és BC=B'C'. Az 
A'B'C' A  rátétetvén az ABC-re, úgy hogy a’ B'C' 
a’ BC-re essék: ekkor B'A' a’ BA irányán nyúlik, — 
és az A' pont az A ponttal összeesik. Mert különben a’ 
C vei összeeső C pontból két függönyt lehetne ugyanazon 
AB vonalra ereszteni, — ez pedig képtelen. (1.18. §. I.)

Jegyz. Valamelly vonalnak egy másik vonallal, vagy szöglet
nek másik szögletleli egyenlőségét, egyenlő A - c k ’ segítségével 
megmutathatni úgy, ha bele vesszük azokat külön külön egy-egy 
/ \ - b e ; de úgy, hogy a’ kérdéses vonalak, vagy szögletek egy
másnak megfelelők legyenek; — és ha azon két A~nek egyen
lőségét, az előadott módok közül valamellyiken, megtudjuk, mu
tatni: úgy a* kérdéses vonalak, vagy szögletek kétségkívül 
egyenlők.



27. §.

Minden egyenszárú A  -ben az egyenlő oldalakkal m. 3 
általellcnes szögletek, és viszont az egyenlő szögletekkel 
dltalellenes oldalak egyenlők.

Legyen AC=BC (id. 32); eresszünk a’ C tetőből 
az AB talpra CD függönyt, ez által az adott háromszög 
felosztatik két egyenes-szögű A -re , ACD, és BCD-re, 
niellyek egyenlők, mivel feszes-oldalaik, és egy-egy 
mellékoldalaik egyenlők, AC =  BC, és CD közös oldal, 
maga magával egyenlő; — tehát A =  B.

Viszont: a’ melly /' -ben két szögletek egyenlők 
A =  B , abban az azokkal általellenes oldalak is 
egyenlők, ésigy azon A  egyenszárú. Mert csináljunk 
az ABC háromszöggel másik épen egyenlőt A 'B'C',
(id. 30.) mellyben tehát A 'B 'r=A B , szöglet A '= A , 
B'.=.B, és mivel szöglet Ar=B, tehát A' = B ,  és B '=  A.
— Már látánk (24. §.) hogy az egyenlő A-ekben az 
egyenlő szögletekkel általellenes oldalak egyenlők: és
igy mivel

A '= A , tehát B'C' =  BC— és mivel 
A '= B , tehát B'C' =  AC,

innen: BC — AC, és igy az 
ABC háromszög egyenszárú.

Követk. 1) Az egyenoldalú A~nek mind a’ három 
jzögletei egyenlők.

2) A’ melly háromszögnek minden szögletei egyen
lők : az egyenoldalú.

3) Az egyenszárú A-ben, a’ tetőről a’ talpra eresz
tett függöny, mind a’ talpat, mind a’ tető-szögletet 
két egyenlő részre osztja.

4) Az egyenszárú A -bcn a’ talpat és tető-szögletet



egyszersmind két egyenlő részre osztó vonal függő
leges.

5) Az egyenszárú A -ben, a’ talpat két egyenlő 
részre osztó függőleges vonal a’ tetőn megy keresztül.

6) Az egyenszárú A -ben húzható vonalnál tehát 
ezen három : 1) függölegesség; 2) talp1 két egyenlő 
részre osztása ; 3) tető1 két egyenlő részre osztása,— 
vagyis azon keresztül menés, mindig együtt jár; — 
’s ha akármellyik kettő ezek közül jelen van, a1 har
madik el nem maradhat.

28. §.
id. 3j. Ha a? /\>nek két oldalai nem egyenlők, a’ nagyobb 

oldal nagyobb szögletnek van átellenében, és viszont.
Legyen A E >  BE (id. 33.): úgy szöglet ABE> BAE. 

Mert az AB közepéről függönyt DC eresztvén fel: a1 
hol ez az AE oldalt metszi, a’ C pontról, húzván CB 
oldalt, lesz CA =  CB (1. 18. § .)és szöglet ABC =  BAC; 
úgyde szöglet ABE >  ABC; és igy ABE >  BAC, 
vagy BAE.

Viszont, ha szöglet ABE> BAE, úgy A E>BE. Mert 
különben vagy egyenlők volnának (AE =  BE) vagy 
kisebb volna AE, mint BE (A E < B E ). Az első esetben 
szöglet ABE egyenlő tartoznék lenni BAE-val (27.$.);-^- 
ez pedig épen a1 feltétel ellen van; — a1 második esetben 
szöglet ABE kisebb volna mint BAE;— mi ismét a1 fel
tétel ellen van.

29. <?.
Különféle háromszögek’ rajzolása.
1) Adatván egy oldal: egyenoldalú A -e t csinálni 

úgy lehet, ha az adott oldal a’ czirkalorn’ szárai közé 
vétetvén, annak ollyan nyílásával az oldal' mindkét



szélső pontjától egymást keresztül metsző körívek hü- 
zatnak, ’s a’ metszés’ pontjából, a’ talp’ szélső pontjaira 
a’ két oldal lebocsáttatik.

2) Egyenszárű A -e t is igy lehet csinálni, azon 
különbséggel, hogy itt a’ czirkalom’ bármelly nyílásával 
huzatnak az egymást metsző karélyok.

3) Különoldalű A -e t, adatván mind a’ három ol
dal, igy lehet csinálni: letévén egyoldali talp gyanánt,— 
másik oldalt czirkalommal felfogván, a’ talp’ egyik 
végpontjából ezen nyílással körív kanyarittatik ; azután 
a’ harmadik oldal is felfogatván czirkalommal, a’ talp’ 
másik végpontjából ezen nyilassal kanyarittatik körív, 
melly az előbbit metszi, ’s ezen metszéspontból a’ 
két szárak kihúzatnak.

4) Adatván két oldal, és a’ közbe eső szöglet: ezen 
két oldal az adott szöglet’ nyílásával, szögmérő’ segít
ségével összetétetik; az ezeket összekötő 3-dik oldal 
önkényt következik.

5) Adatván egy oldal, és két mellette eső szöglet: 
az adott oldal talp gyanánt letételvén, szögmérő’ segít
ségével, az adott szögletek’ nyílásával a’ másik két 
oldal kihúzatik.

HATODIK CZIKKELY.
Az egyközű vonalakról, ’s azok körulti szögletekről.

30. §.

Egyközű (parallela) vonalak azok (8. § .) ,  mellyek J(l 
egymástól mindenütt egyenlő távolságot tartanak. Már



mivel valamelly vonal ahármelly pontjának egy má
sik vonaltóli távolságát azon függöny mutatja meg, 
mellyet az egyik vonal’ adott pontjáról, a’ másik vo
nalra húzhatni: látni való, hogy mindazon függönyök 
(id. 33.) AC, GF, E II,B D , ’sat. mellyek az AB 
vonalnak bármelly pontjáról a’ CD-re , vagy a’ 
CD-nek bármelly pontjáról az AB-re húzatnak, egy
mással egyenlők.

31. §.

m. 33. Midőn két egyközü vonalat AB, CD (id. 33.) egy 
egyenes vonal EF keresztül metsz: képeztetnek azon 
vonalak által 8 szögletek, mellyek közül: 1) külsőknek 
neveztetnek négyen, mellyek, az egyközü vonalakon 
kívül, — 2) belsőknek négyen, mellyek azokon belől,—
3 ) külső visszásaknak (alterni externi) kettő kettő, 
mellyek, az egyközükön kívül, a’ metsző vonal’ külön 
oldalán , egyik felül, másik alul (p. o. szöglet p, és o.)—
4) belső visszásaknak (alterni interni) kettő kettő, 
mellyek az egyközükön belől, a’ metsző vonal’ külön 
oldalán, egyik felül, másik alul esnek. p. o. szöglet r, 
és s; — szöglet m, és n.

Ezen szögletek’ szabályai e’ következők:
1) A  belső visszásak egyenlők: Ugyanis az EGF, és 

EFH egyenesszögü háromszögek (25. §. szerint)egyen
lők , mert feszes-oldalaik, és egy egy mellékoldalaik 
egyenlők, t. i. EF feszesoldal egyenlő önmagával, — 
GF = E H , mert ugyanazon egyközük közt eső függö
nyök. Esigy ezeknek minden megfelelő részeik egyen
lők, tehát n =  m.

Ugyde az n-et az r , az m-et az s kipótolja



180°-ra, ’s hara=wa: tehát a’ pótlékok is egyenlők,— 
r =  s.

Már ha a’ visszásak közül egyik, p o x egye
nesszög (midőn BD metszi az AB és CD egyközü vo
nalakat): úgy a’ másiknak y is, és a’ pótlékoknak z és 
«?-nek is, vagy mind a’ négy belső visszásaknak egye
neseknek kell lenniek; következőleg a’ BD, ha az 
AB-re függőleges, úgy a’ CD-re is az, — vagy minden 
egyenes vonal, ha az egyközűek közűi egyre függőleges ; 
úgy a’ másikra, vagy többire is függőleges.

És viszont, ha a’ BD-re az AB függőleges, úgy a 
CD is függőleges; ’s ismét ha egy vonalra két másik 
vonal függőleges, azok egymással egyközűek.

2) A ’ külső visszásak egyenlők, p =  o. Mert p =  n 
(csúcsszöglelek), és n =  in, — tehát p =  n, — úgyde 
o =  m =  n, ésigy p =  o.

3) A ’ metsző vonalnak egy oldalán eső külső és 
belső szögletek egyenlők, p = m , ’sat. Mert p =  n (csúcs
szögek),— úgyde m =  n, ésigy p =  m.

4 ) Az egy oldalon eső belső szögletek együtt tesz
nek 180°-t, vagy két egyenes-szögletet, m +  r, vagy 
n -h s  =  180°. Mert n +  r =  180", úgyde n == m, és
igy n-helyett m-et tévén: m-+-r =  1800.

Mind ezen szabályok állanak akkor is, ha az egye
nes vonal 3 -, vagy több egyközüeket vág keresztül.

32. §.

Viszont ha két vonalak egy 3dik által olly móddal id.33.34 
metszetnek keresztül, hogy vagy 1) a'visszás szögletek 
egyenlők, vagy 2) az egy oldalon eső külső-belsők 
egyenlők, vagy 3) az egy oldalon eső belsők együtt 
180°-t tesznek: akkor azon két vonalak kétség kívül



egyközüek. — És ezen pontok közül akármellyiket 
lehessen bebizonyílni: a’ többiek önkényt folynak. P. o. 
ha az egy oldalon eső belsők együtt tesznek 180°-t, 
(id 33.) ra-+-r — 180'1, mivel n -+ -r= 1 8 0 °  (mert 
mellékszögek), tehátm-Hr =  n +  r; innen m =  n, azaz 
a’visszásak egyenlők.— Úgy de n =  p, — ésigy m =  p; 
azaz az egy oldalon eső külső-belsők egyenlők. Ha 
tehát két vonalak’ egyközüsége kérdéses: csak kereszt- 
vonalat húzván rájok, ezen pontok közül valamellyiket 
lehessen bebizonyílni, azoknak egyközüségök azonnal 
bizonyos lesz.

Azonban ha az AB, és CD vonalak (id. 34.) egy- 
közüek lévén, szöglet n =  m;—az m-nél nagyobb, vagy 
kisebb szöglet, p. o. m +  x az n-el egyenlő nem lehet; 
ésigy a’ G ponton keresztül más egyközüt a’ CD-re az 
AB-n kívül húzni nem lehet. — Tehát mlamelly adott 
vonalhoz egy kiadott ponton keresztül csupán egy egy- 
közűt lehet húzni.

33. §.

Két szögletek egyenlők, ha megfelelő oldalaik egy
máshoz egy közüek, p. szöglet x =  y (id. 35.) Mert az 
AC oldal megnyujlalván a1 d-ig: x =  n, mert csúcs
szögletek , — n =  o, mert visszásak, — o =  y , mert 
külső-belsők, — ésigy x —  y.

34 §.

Két szögletek egyenlők, ha egyiknek oldalai a’ má
siknak oldalaira visszásán függőlegesek, p. szöglet x = y  
(id. 36.)

Mert kihúzván a’ szöglet ACB oldalaival egyközü 
segéd vonalakat, G F-et, és Hl-1, mellyekre a’ szöglet 
DEF szárai függőlegesek : lesz



x -h  t =  x -+- v, — mert mindenik =  90°. 
innen: t = v  
továbbá z +  t =  t-f-v , 
vagy z + v  =  x +  v 
innen z =  x
űgyde o =  z, mert külsö-belsök 
ésigy o =  x,
űgyde o =  y, mert külsö-belsök, 
ésigy x =  y.

35. §.

Két egyközű vonalnak másik két egyközük közt eső id. 

részei egyenlők, IK =  LM. (id. 37.)
Húzván a’ KL segédvonalat, van itt két egyenlő A  

ILK , és KLM, mivel egy oldal egy oldallal* és két mel
lette eső szögletek egyenlők, t. i. KL =  KL, szöglet o =
<  y —visszásak, — < x = < z ,  visszásak. Ésigy ezen 
háromszögeknek minden megfelelő részeik egyenlők:
IK =  LM, — valamint KM =  1L.

36. §.

Bármelly / \-n e k  3 szögletei együtt tesznek 180^-t JJ 
©agy kél egyenes-szöget.

Mert bármelly A -nek  ABC (id. 38.) A  tetejénél lehet 
hűzni a’ talppal egyközü vonalatDE,’s származnak ott 3 
szögletek,mellyek mivel mellék-szögletek,együtt tesznek 
1800-t,x-f-y-(- z =  180°. Űgyde x = o , és z =  r, mert 
visszásak,— és igy az x  helyett o -t, a' z helyett r-et 
tévén: y -f- o -+-r =  180°.

Következmények:
1) Akármelly szöglet a' A -ben a* többi kettőnek 

egészítője 180n-ra — vagy ha 180"-bői két szöglet’



összege kivonatik : különbség lesz a’ 3dik szöglet, p. o. 
(id .38) < A = 1 S 0 0— (< B -4-< .C ).

2) Ha egy A -nek két szöglete, egy másik A -n ek  
két szögletével egyenlő : a’ 3dik a’ 3dikkal kétség
kívül egyenlő.

3) A1 háromszög’ valamelly oldalának’ AB (id. 89.) 
folytatása által kívül képzett szöglet x , egyenlő a’ két 
talpra esőkkel összesen, z-+-o. Mert az x is egészitöje 
az y-nak 180°-ra, a’ z-+-o is; ésigy x =  z +  o.

4) A’ A -ben egynél több egyenes-, annyival in
kább tompa szöglet nem lehet.

5) Az egyenesszögií A-beri egyik hegyes szöglet 
a’ másiknak pótléka 90°-ra, — p. o. ha egyik 43°, a’ 
másik 90° — 43n==47°.

6) Mivel az egyenoldalú A -nek mind a’ három 
szögletei egyenlők, (27. §.) tehát egyik egyik 60°-nyi.

7) A’ melly A -nek  két szöglete hatvan hatvan 
foknyi, annak 3dik szöglete is 60n-nyi, — ésigy azon 
A  egyenoldalú.

8) Az egyenszárú A -ben mivel (27. §.) két szög
letek egyenlők, kiadatván akármelly szöglet, a’ többi 
kettő is tudva van,

9) A’ melly A -nek két kiadott szögletei közül 
egyik épen felit teszi annak, mi a’ másikat 180°-ra 
egészíti: azon A  egyenszárú. p. o. <. a= 80°, itt ma
rad még 100°;—ha<, b =  50°:úgy<^Cis =  50°, s így 
a' A  egyenszárú.

10) Az egyenesszögií egyenszárú A -nek egyik 
egyik hegyes szöglete 45°-nyi , ’s viszont ha az 
illycn A -nek egyik szöglete 45"-nyi, úgy az egyen
szárú.



37. §.
Feladatok :

1) Valamelly adott vonalhoz AB egy adott ponton C, 
egyközű vonalat húzni. (id. 40.)

Megfejt. Az adott C pontból húzunk az AB-re CB-t, 
’s a’ CD vonalat úgy húzzuk, hogy az x szöglet az 
y-al egyenlő legyen; így a’ CD egyközü lesz az 
AB-vei, mert a’ viszás szögletek egyenlők.

2) Az AB adott vonalnak (id. 41.) E  adott pont
jára függönyt húzni.

Megfejt. Az E ponttól két felöl egyenlő részt felvé- 
vén EC =  ED, a’ czirkalom’ ugyanazon nyílásával, mind 
a’ C, mind a’ D pontokból az F-nél metsző körívek hú- 
zassanak: — az F metszéspontból az E -re húzható vonal 
FE , függöny lesz. Mert A FDE =  A FEC, mivel 3 ol
dal 3 oldallal egyenlő; ésígy < F E D = ^< F E C ; úgy- 
de ezek mellékszögletek, mellyek ha egyenlők , tehát 
egyenesszögek; illyeket pedig csak függöny csinál, — 
ésígy az EF vonal valósággal függöny.

3) Az AB vonalra (id. 41.J valamelly azon kívül 
eső G pontból függönyt húzni.

Megf. A’ G pontból körív húzatik az AB-re, melly 
azt két ponton D, C, vágja. Ezen D és C pontokból 
a’ czirkalom’ bárminő nyílásával metsző körívek húzat- 
nak az f-nél; már a’ G-töl az f-en keresztül az AB-re 
húzható vonal függöny lesz. Ugyanis ACfG =  ADfG, 
mert 3 oldal 3 oldallal egyenlő; ésígy a’ DfG szöglet a’ 
CfG szöglettel egyenlő, — tehát azoknak egészitőik is 
egyenlők, t. i. x = y . Innen A D íE = A C fE , mert két ol
dal két oldallal, és a’ közben eső szögletek egyenlők, 
t. i. Df=Cf, Ef =  Ef,<^x =  < y . Ésígy <vo = < r ;  úgy 

II. Réti. Tértau. 3
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de azok mellékszögletek,— ésigy ha egyenlők, egyenes- 
szögek; illyeket pedig csak függöny csinálhat: tehát 
a’ GE vonal valósággal függöny.

4) Valamelly egyenes vonalat DC (id. 41.) két e- 
gyenlő részre osztani.

Megf. Az adott vonal’ két végpontjairól, a’ czir- 
kalom’ ugyanazon nyílásával felül, ’s ugyanazonnal 
alúl is metsző köríveket csinálván az F - és G-nél, 
ezen pontokat az FG vonallal összekötjük, ’s a’ hol ezen 
vonal a’ DC-t metszi az E-nél, ott az két egyenlő részre 
van osztva, DE == CE. Mert A  FDE =  A FEC, mivel 
D F=FC , FE =  FE, <.z = <  j ,  mivel ezek az FDG 
és FCG háromszögekben megfelelő szögletek; pedig 
azon A -ek  egyenlők, mert 3 oldala egyiknek, 3 olda
lával a’ másiknak egyenlő. Ésigy A FDE =  A  FEC 
lévén, D E=EC.

5J Valamelly szögletet két egyenlő részre osztani 
(id. 42 )

Megf. Felfogván a’ szöglet’ mindkét szárán egyen
lő részeket, CB =  CA, ’s mind az A, mind a’ B pontból a’ 
czirkalom’ ugyanazon nyílásával metsző köríveket csi
nálván a’ D-nél: ezen D pontból a’ szöglet’ csúcsába 
húzható DC vonal azt két egyenlő részre osztja, x = y .— 
Mert AD és BD segédvonalak húzatván: A DCA 
= A D B C , mivel 3 oldalaik egyenlők, ésigy x = y .

HETEDIK CZIKKEJLY.
A  sokszögekről általában, ’s különösen a' négyszögek’ 

külön fajairól.

38. §.
Sokszögnek (polygonumj neveztetik bármely többld.43.44



kevesebb, egymással szögletre összemenö egyenes vo
nalak által zárt síkidom. (I. 19 §.)

Ha a’ sokszög’ minden szöglete az idom’ belseje felé 
nyílik: nevezik az illy szögletet kiállónak, vagy dombos
nak , és az illy sokszöget dombomnak Ha pedig egy 
vagy több szöglet is kifelé nyílik, ’s csúcsával tart az 
idom’ belseje felé: az illyen szöglet komornak, ’s az 
illy sokszög homorúnak neveztetik. Az AI3CDE sok
szög (id. 43.) domború ölszög, és az ABCDEF sokszög 
(id. 44.) homorú hatszög, a’ BCD homorszög miatt.

Egyenoldalú sokszög az, mellynek minden oldalai-;
— egyenszögii, mellynek minden szögletei egyenlők.
A’ melly sokszögnek pedig minden oldalai, és minden 
szögletei egyszersmind egyenlők, az neveztetik ren
des sokszögnek. Legegyszerűbb rendes sokszög az 
egyenoldalú háromszög. A’ rendes sokszögek saját 
tulajdonokkal bírnak, mellyeket alább fogunk előadni; 
itt csak a’ rendetlen, vagy akárminő sokszögekről 
beszélünk.

Ha két sokszög’ oldalai ugyanazon renddel megfe- 
lclöleg egyenlők , azok uszonyos egyenoldalúak; — ha 
pedig szögleteik illy móddal egyenlők, azok uszonyos 
egyenszögüek. — Két viszonyos egyenoldalú, ’s egy
szersmind viszonyos egyenszögü sokszögek, egymásra 
tétetvén, egymást elfedik, ’s így egyenlők.

39. §.

Szögszelőnek, vagy általiénak (diagonalis) nevez- u « 
tetik azon egyenes vonal, melly a’ sokszög’ valamelly 
szögletéből másik — nem ugyanazon oldal mellett eső— 
szögletbe húzatik. Szögszelők által bármelly sokszöget 
több háromszögekre lehet osztani. És ez többképen

3*



történhetik; legegyszerűbben úgy, ha ugyanazon egy 
szögletből huzatnak a’ löbbiekbe szögszelök, mint a 
43. idomon. Ezen esetben annyi A -re  oszlik a’ sok
szög, a1 hány oldala van, kettő híján. Általában n je
lentvén az oldalak’ számát, n —2 lesz a’ A -e k ’ száma.

• Néha a’ sokszög’ udvarán valamelly pontból húzatnak 
vonalak minden szögletbe, ’s illy móddal annyi A -re  
oszlik a’ sokszög, a’ hány oldala van, mint a’ 45ik- 
idomon.

Ha két sokszög ugyanannyi, és renddel megfelelő
i g  egyenlő A-ekböl van összetéve : úgy ezen két sok
szög egyenlő, mert egymásra tétetvén, minden A -ek  
egymást, ésígy az egész sokszögek is egymást elfedik.

40 §.

id. «5 Bdrmelly domború sokszögnek belső szögletei együtt 
véve annyiszor két egyenesszeget tesznek, a' hány oldala 
van, kettő htján.

Mert egy szögletből szögszelőket húzván, annyi 
A -re  oszlik a’ sokszög, a’ hány oldala van, kettő híján 
Ezen felosztásban a’ sokszög’ szögleteinek összege 
egyenlő a’ A -e k ’ szögleteinek összegével, — n lévén az 
oldalok’ száma, n—2 a’ A -ek ’ száma; és mivel min
den A ’szögleteinek összege = 2  egyenesszög : tehát 
minden A -ek ’ szögleteinek, vagyis a’ sokszög’ szögle
teinek összege =  (n—2) x 2  egyenesszög.

Jegyz. Ennekutána az egyencsszöget nevezzük r-nek , 's így az
előbbi képlet=(n— 2 ).  2r.

Ha a’ sokszög’ belső pontjából húzván vonalakat a’ 
szögletekbe, felosztjuk a’ sokszöget annyi A -ekre , a’ 
hány oldala van : ekkor n-szer vett A -e k ’ szögleteinek



Összegéből,t.i.n.2r-I)öl kikeli vonni a’csúcsnál— O-nál 
(id.45.)esö szögletek’ összegét = 3 6 0 ° = 4 r = 2 .2 r ,— 
ésígy lesz a’ sokszög’ szögleteinek összege : n .2 r - -2 . 
2 r = ( n —2) • 2r,—mint az imént.

Innen látnivaló, hogy o’ négyszög’ szögleteinek 
összege =  2 • 2r =  4 r; — az ötszögé =  3 . 2r =  6r =  
5407;—hatszögé =  8r = 7 2 0 , ’sat.— Ila pedig £n—2). 
2 r , elosztatik annyifelé, a’ hány szöglet, vagy oldal 

, Cn—2) . 2r
van ==---------------- : az egyes szögleteket nyerjük. így

ötszögé =  540/ 5=:108,— a’ hatszögé = 72% = 1 2 0 .
41. §.

Bármelly domború sokszögnél ABCDE (id. 46.) ha w. «e. 
a’ megnyujtott oldalokkal, ’s a’ mellette eső sokszög
oldallal ugyanazon fordulatra nyíló külső szögletek ké
peztelek, aAB, bBC, cCD, ’sat: ezen külső szögletek 
együtt vécé tesznek négy egyenesszögletet =  4r.

Mert a’ sokszög’ minden csúcsánál van egy külső, 
és egy belső szöglet, mellyek mellékszögletek lévén, 
együtt tesznek 2r-et. Ila az oldalak’ szám a=n: minden 
külső és belső szögletek’ összege=nx2r; ebből kivévén 
a’ belső szögletek’ összegét (n—2) x  2 r-e t, kijő a’ 
külső szögletek’ összege, — t i. lesz =  n X 2r — (n —2)
X  2r =  n — (n —2) X  2r, — vagy ( n—n -+- 2) x  2r =  
2 x 2 r  =  4r.

42. §.
A’ melly négyszögnek két két általellenes oldalai Id- « — 

egyközüek, neveztetik cgyközénynck (parallelogram- 
mum). Ennek 4 faja van.

1) Négyleg, vagy négyegyen (qnadratum), melly- 
nek mind a’ négy oldalai, és mind a’ négy szögletei 
egymással egyenlők, ’s így egyenesek (id. 47.)



2) Pár lag, vagy pár egyen frectangulum), mellynck 
csak két két általellenes oldalai, de mind a’ négy szög
letei egyenlők, ’s így egyenesek fid. 48.)

3) Ferde négyleg frhombus), mellynek mind a’ 
4 oldalai egyenlők, de szögletei hajlottak fid. 49.)

4) Ferde párlag f  rhoinboides) , mellynek csak 
két két általellenes oldalai egyenlők, ’s szögletei haj
lottak fid. 50.)

A’ melly négyszögnek csak két általellenes oldalai 
egyközüek, a’ másik kettő nem: az neveztetik oldal-  
mdsnak ftrapezium) — fid. 51.) a’mellynek pedig egyik 
pár oldala sem egyközü: ellenpárnak (trapezoides) — 
(id. 52.)

A’ négyszög vagy négy-, vagy két- ellenben esö- 
betükkcl szokott kimondatni, p. o. (id 50.) AD, vagy 
CB egyközény.

Talpnak az egyközényeknél neveztetik akármelly 
oldal; az oldalmásnál pedig az egyközü oldalok közül 
valamellyik ; — magasságnak az általellenes oldalról a’ 
talpra, vagyis egyik talpról a’ másikra húzható függöny.

43. §. -

Minden egyközényben két két általellenes szögletek 
egyenlők.

Mert p. (id. 50.) az AD egyközényben, húzván két 
egymást keresztülmetszö szögszelöket, lesz: x =  v, és 
y =  z, — mert viszásak,— innen:x +  y = z  +  v ; ha
sonlóul: r = s ,  és o =  t, innen: r-f-o  =  s-t-t. Igya’ 
többiekben is.

Viszont a’ melly négyszögben vagy két két által
ellenes oldalak, vagy két két általellenes szögletek 
egyenlők: az egyközény.



44. §.

Minden egyközény szögszelő által kél egyenlő há-  Id- 50- 
romszögre oszlik.

Az ABCD egyközény (id. 50.) a’ CB szögszelő 
által feloszlik két A -re  ACB, BCD, mellyek egyenlők, 
mert egy egy oldaluk, és két kél mellette eső szögleteik 
egyenlők, t. i, CB == CB,< x == <  v, é s< y  =  <z.

Viszont akármelly háromszöget úgy tekinthetni, mint 
vele egyenlő talpú és magasságú egyközénynek felét.

45. §.

Az egyközény* szögszelői egymást két két egyenlő u. 50. 
részekre osztják.

(id 50.) A AOB =  ACOD, mert AB =  CD, < x =
<.v, < , r = < s ,  — ésígy OB =  OC, OA =  OD.

Innen az is látnivaló, hogy az egyközény1 szögszelöi 
felosztják azt 4 háromszögre, mellyek közül kettő kettő 
általellenben egyenlő.

40. §.

A ’ párlag’ szögszelői egyenlők fid. 48.) AD =  CB. m. 48.
Mert AABD — A BAC, mivel két oldal két oldallal, 

és a1 közbeeső szögletek egyenlők, t. i. AB=AB, B D = 
AC,<ABD =  <J1AC, egyenesek; — ésígy CB =  AD.

Mivel pedig ezek egymást két két egyenlő részekre 
osztják : innen a1 párlag, szögszelők által 4 egyenszárú 
háromszögekre oszlik.

47. §.

A  négyfeg' szögszelői egyenlők, és egymást egyenes h . 47.  

szöglet alatt metszik, fid. 47.)



AD=CB az előbbi (id. 47.) megmutatás szerint. — 
Azonban AAOC=AAOB, mert AO=AO, AC=AB, 
CO =  OB, — ésígy az O-nál eső két mellékszögletek 
egyenlők, tehát egyenesszögek, — ésígy a’ szögszelök 
egymást egyenes szöglet alatt metszik.

Innen látnivaló, hogy a’ négyleget a’ szögszelök 
négy egyenlő, egyenesszögii, egyenszárú A -rc  osztják. 

i.i. 4->. A’ ferde négylegben is (id. 49.) a’ szögszelök egy
mást egyenesszög alatt metszik, négy egyenszögü, 
egymással egyenlő, de nem egyenszárú A -e t csi
nálnak. — Mert: ’sal. mutassa meg a’ tanuló.

48. §.

i,f. 51. Az ABCD „oldalmás*‘-bán ( trapézban — id. 51.) 
az EF egyenes rónai, melly az A D , BC nem egyközű 
oldatok’ feleit összeköti, a’ talpakkal egyközű.

Az E ponton, az AD-nek felin húzzuk a’ GH vona- 
Iat, egyköziileg a’ BC-vel; lesz itt két A , AEII, ÉGD, 
mellyek egyenlők, mivel egy oldaluk egyenlő, AE=^DE, 
’s két mellette eső szögleteik, t.i. <  DGE =  <.EIIA, 
viszásak, <VD E G = < A E H , csúcsszögek — ésígy 
GE - EH. — Űgyde GH =  CB, — egyközüek közt 
egyközüek; ésígy GE =  CF, és EII =  FB , mint 
egyenlő vonalak’ felei. A’ GEFC négyszögben tehát 
két oldalak GE és FC , egyközüek, és egyenlők, — 
ésígy azon négyszög egyközény, — ésígy az EF a’ 
talpakkal egyközű.

Viszont a melly wnal az egyik nem egyközű oldal 
közepéről E, a' talpakkal egyköziileg házatik, az a' másik 
BC oldalt is középen metszi, úgy hogy B F = F C . Mert 
mint látónk GE =  EII, és GE =  FC; innen F C = E H ; 
úgyde FB =  EH, ésígy BF =  FC.



49 . § .

Az oldalmásban ay két talpak között, mindeniktöl m. n. 
egyenlő távolságra húzható egyközű vonal EF (id. 51.J 
egyenlő a' két talpak’ félösszegével.

Ugyanis AH =  DG (48. §.) 
egyrészről: FE =  Cl) -+- DG, 

vagy: FE =  CD-+-JIA) 
másrészről : FE =  BA— HA ) 

összeadva: 2FE=^.CD-+-BA 
végre: FE =  \  (CD-t-B A)

vagyis ezen vonal a’ két talpak közt számtani kö
zépszeres.

50. §.

Feladatok, mellyek’ megfejtése a' mondottakból ön
kényt folyván, a’ tanulóra hagyatik.

1) Adatván a’ sokszög’ minden oldalai, egyenkivül, 
és az adott oldalok közt eső szögletek: a’ sokszöget 
szerkeszteni.

2) Adatván a’ nyégszög’ 4 oldala — az összetétel, 
rendi, — és két oldal közt cső szöglet : a’ négyszöget 
szerkeszteni.

3) Adatván az egyközény’ két oldala, és az ezek 
közt eső szöglet: az egyközényt szerkeszteni.

4) Adatván a’ négyleg’ egy oldala: négyleget 
szerkeszteni.

f

NYOLCZADIK CZ1KKELY.
A’ vonalak’ és idomok* arányosságáról, ys hasonlóságáról.

51. §.
Hasonlóságnak neveztetik két mennyinek egyenlő



M. 53.

számú, ’s megfelelőiem arányos részekből állása! Ha 
két mennyi közül a’ kisebbiknek ugyanannyi része 
van, mini a’ nagyobbiknak; és a’ kisebbiknek minden 
külön része, épen olly viszonyban van a’ maga egészé
hez, és a’ többi részekhez, mint a’ nagyobbiknak meg
felelő része a’ maga egészéhez, és a' többi részekhez: 
az illyen két mennyik egymáshoz hasonlók. így p. o. 
a’ kis kör hasonló a’ nagy körhöz, mert mindenik 
360°-ra van osztva,- és mindenik fok a’ kisebben épen 
olly viszonyban van annak egész körületéhez, mint 
mindenik fok a’ nagyobbikban a’ maga körületéhez. — 
így hasonló a’ rajzkép a’ maga eredetijéhez, — a’ gyer
mek a’ nagy emberhez, ’sat. — Két vonalak is hason
lók , ha egyenszámú részekre ágy osztatnak, hogy 
minden külön rész egyikben, épen olly viszonyban le
gyen a’ maga egészéhez, és a’ többi részekhez, mint 
minden megfelelő külön rész a’ másikban.

52. §.

Ha két egyenes vonalak, AE, FL ( id. 53.) keresztül 
metszetnek néhány egyközüek által, AF, BG, ’sat. mely-  
lyek az egyiknek — AE  — egyenlő osztálypontjainál 
huzatnak, — a’ másik egyenes vonalon—FL— ezen egy
közüek által kimetszett részek is egyenlők lesznek.

Mert húzván az A a, B b,C c, Dd segédvonalakat, 
egyközüleg az FL-el: képeztetnek itt A -ek  AaB,BbC, 
CcD, DdE, mellyek mind egyenlők, mivel egy egy 
oldalaik (a’ felvett egyenlő osztásnál fogva), és azok 
mellett eső két két szögleteik fmintkiilsö-belsök) egyen
lők. Innen Aa =  Bb =  Cc, ’sat. Azonban Aa =  FG, és 
Bb=GII, Cc =  III, mint egyközüek közt eső egyközüek. 
Innen FG =  GH =  HI =  IL. .



Követi’. 1) Az AB tehát épen annyiszor van meg 
az AE-ben, a’ hányszor az FG, az FL-ben, —vagy az 
AB annyid része az AE-nek, a’ hányad része az FG az 
FL-nek,—vagy az ABoIIy viszonyban van azAE-hez, 
mint FG az FL-liez: — az elmetszett részek a’ maguk 
egészeikhez áránvosak : AB: AE=FG : FL.

2) Valamint az AE-böl AB — az elmaradt rész 
BE pedig =  -;j: ügy az FL-böl is az elmetszett, rész 
FG =  | ,  az elmaradt rész GL pedig — ^ 5 — ésígy az 
elmaradt részek is, mind a’ maguk egészeikhez, mind 
egymás közt arányosak : BE: AE =  GL: FL,

és: BE: AB =  GL: FG.
3) Innen az egész vonalak is olly viszonyban vannak 

egymással, mint elmetszett részeik: AB: F G = A E : FL.
vagy : BE : AB=GL: FL.

53. §.

Ha az 53-dik idom1 F pontjából, az AE vonallal egy- 
közüieg FK vonal húzatik: lesz FO—AB, és OK=BE 
(egyköziíek közt egyközűek);—és a1 miket imént (52.§.) 
az AE-röl, az FL-hez viszonyítva mondánk, mind 
azokat mondhatjuk az FK-ról is az FL-hez viszonyítva. 
— Azonban itt most egy háromszög FKL állt elő ; — 
’s az előbbi §-ban előadott szabály a1 háromszögre al
kalmazva így lesz : Ha rátáméiig p.o. FKL háromszög
ben , annak rátáméiig p. LK oldalárai eggközű rónai 
OG húzatik: annak másik két oldalai ezen eggközű által 
ollgan részekre osztatnak fe l, mellgek mind eggtnás 
közt, mind az egészekhez arángosak.

Innen viszont következik : hogy ha rátáméiig rónai 
a'háromszög’ két oldalait arángos részekre osztja, a' 
3-dik oldallal eggközű.



Jd. 54.

Id. 55.

54. §.

Akármelly A -ben ABC, ha valamelly oldallal, p. 
BC-vel, egyközü vonal EF hüzatik: képeztetik ez állal 
egy másik A A E F , mellynek oldalai amazéival ará
nyosak. (id. 54.)

Ugyanis az előbbi §. szerint.
(1) AB: AE =  AC: AF ; 

továbbá házalván az AC-vel egyközü ED: 
lesz ismét: AB: AE =  BC: DC, 
vagy (2) AB: AE =  BC: EF; mert DC =  E F : 

már az (1) és (2) arányok’ első viszonyai ugyanazok 
lévén, hátulsó viszonyaik is egyenlők, ésígy:

AC: AF =  BC: EF;
ésígy az ABC és AEF háromszögeknek minden meg
felelő oldalaik arányosak. —

Már az ollyan két háromszögek, mellyeknek minden 
megfelelő oldalaik arányosak, neveztetnek hasonlóknak.

55. §.

Ha egy pontban A összejövő akárhány vonalakat 
AD, AE, AF, AG, két egyközü vonalak DG és BC ke
resztül vágnak: mind magok ezen vonalak az egyköznek 
által, mind az egyközüek ő áltatok arányos részekre 
metszetnek, (id. 55 )

Ugyanis az 54-dik §. szerint az ADE és ABH, 
AEF, és AHK, AFG és AKC háromszögekben illy 
arányok állanak:

AD: AB =  AE: AII =  DE: BII 
AE: A1I =  AF: AK =  E F : HK 
AF: AK — AG: AC =  FG: KC.

Mindezen arányok egyenlők, mert a’ mi az elsőnek



második, — az a’ másodiknak első viszonya ’stb. Mar 
azokat vcvén fel előbb, mellyek az A-ndl összejövő 
vonalakat illetik, illyen arányok lesznek:

AD: AB =  A E : AII =  AF: AK =  AG : AC, 
’s ez az állítmány’ eísö része.

Továbbá felvévén azon viszonyokat, mellyek az 
egyközü vonalakat illetik, lesz:

DE: BH — EF: H K =FG :K C  
’s ez az állitmány’ második része.

Következmény. 1) Ha DG egyenlő részekre van 
osztva: BC.is egyenlőkre lesz. — A’ hányad része BD 
az AD-nek: épen annyid része IIE az AE-nek, KF az 
az AF-nek, CG az AG-nek.

2) Valamelly háromszög’ tetejéről a’ talpra húzható 
bárhány vonalak, a’ talpat és azzal egyközü vonalat 
arányos részekre osztják, — ’s maguk is amazok által 
arányos részekre osztatnak.

56. §.

Bármelly /\-b en  ABC azon egyenes vonal, p. BDf 
melly egy szögletet, p. B , két egyenlő részre oszt, az 
álfalellenes AC oldalt két ollyan részekre osztja, AD, 
DC, mellyek a’ mellettük eső oldalakkal arányosak. 
(id. 56.)

Ennek bebizonyítása végett, húzzuk az AE vonalat 
egyköziileg a’ BD-vel odáig, mig az E pontban a' CB 
vonal’ megnyújtásával össze nem jő. Már az 53 § sze
rint illy arány áll:

EB : BC =  AD : DC
Úgyde A  ABE egyenszárú, mert <E A B  =  <*ABD 
mint viszásak, — <,A EC =<D B C  mint külső-belsők.— 
és < A B D = D < B C  a’ feltétel szerint: ésígy <  BAE

H.Sff.



— <.BEA, ésígy EB— AB. — Már az előbbi arányban 
EB helyeit AB-t tevén, lesz:

AB : BC — AD : ÜC.
És viszont, a’ melly I) pontból az AC oldal kél 

ollyan részekre osztatik, mellyek a1 mellettük eső ol
dalakkal arányosak: azon pontból húzható vonallal az 
állalellenes szöglet két egyenlő részre oszlik.

57. §.
Feladat. 1) Yalamelhj vonalat néhány egyenlő ré -  

m . 5 t . székre osztani, (id. 57.)
Megfejtés. Húzván néhány egyközü vonalakat egy

mástól egyenlő távolságra, — az elosztandó Gíl vonalat 
czirkalom’ szárai közé veszem. Ekkor a’ czirkalom’ egyik 
szárát letévén az A  ponthoz, a’ másikat annyidik egy- 
közühöz teszem, a’ hány egyenlő részekre kell a’ GlI-t 
felosztani, — ’s a’ letett vonal, a1 közben eső egyköziiek 
által egyenlő részekre lesz felosztva, p. o. az AL helyzet
ben fel van osztva 4-, az AK-ban 3-, az Al-ben egyenlő 
részre; mert valamint AC =  CD =  DE =  E F : úgy AP 
=  PR =  RS =  SL, — mivel AC =  CD =  A P: PR ’sat. 

. 58. §.
Feladat. 2) Vólaméiig vonalat M egy másik N  vo

lt. 58. naV részeivel arányos részekre osztani, (id. 58.)
Megfejtés. 1) A' nagyobbik vonalat,— akár a’ már 

felosztott legyen az, akár az osztandó,—letévén talpul, 
csinálok reá egyenoldalú A -e t NCA ; a kisebbik vo
nalat pedig ezen A ’ két oldalára AN-és AC-re, a’ hova 
lehet, leteszem a’talppal egyközftleg;— ekkor a’tetőből 
a’ mór felosztott vonal’ osztály-pontjaira, — vagy azo
kon keresztül — egyenes vonalakat húzok; — ezek az 
egyik kiadott vonalat, a másik részeivel arányos ré
szekre metszik. —



Ugyanis ’sat. lásd 55. §.
Követ. Ila a’ felosztott vonal’ részei egyenlők: úgy 

az osztandó’ részei is egyenlők lesznek. ’S illy móddal 
valamelly adott vonalat néhány egyenlő részekre is fel 
lehet osztani.

Megfejt. 2) (id.59.) Tegyük fel, hogy az OS vonal 
fel van osztva néhány részekre 01, IK, KL, LM, MS,
— és az OR vonal ezekkel arányos részekre osztandó;
— letévén ezen vonalakat akármelly ROS szögletre, ’s 
az R és S végpontokat összekötvén, az osztálypon
toknál az RS vonallal egyközüeket húzunk: il, klí, 1L, 
mM,—és most az OR vonal az OS-nck részeivel arányos 
részekre van felosztva. (I. 53. §.)

Köveik. Ha az OS’ részei egyenlők: úgy az OR’ 
részei is egyenlők; — ’s ez ismét egy módja valamelly 
kiadott vonal’ néhány egyenlő részekre osztásának.

59. §.
Feladat. 3J Kis)nértéket (scala) készíteni.

A’ vonalak’ arányos részekre osztásán alapul a’ 
kismérték’ készítése is. így neveztetik valamelly köz- 
használatú nagy mérték (p. öl, láb ’sat.) helyett, raj
zolatok’ készítése végeit felvett, tetszés szerinti hossza- 
ságu, ’s ugyanannyi egyenlő részekre és részek’ ré
szeire felosztott vonal, a’ hány egyenlő részek, és részek’ 
részei vannak a’ nagy mértékben; — úgy hogy a’ minő 
viszonyban vannak a’ nagy mérték’ részei az egészhez, 
épen olly viszonyban legyenek a’ kismérték’ részei is 
saját egészükhöz. — Kismértéket így lehet készítni:

Az AC vonalon (id. 60.) nehány egyenlő részt /VB 
’sat. felvévén, p. egy öl gyanánt, az A ’ végire függőle
gesen állítjuk az AM  tetszés szerinti hosszaságu vonalat, 
’s azt elosztjuk hat egyenlő részre, ’s az osztálypontoknál



oi AC-vel egyközüeket húzunk: ekkor kihúzván az 
MB keresztvonalat, az 1—V  tesz egy lábat, a’ 2—2' 
kút lábat ’sat. — Ugyanis illyen arányok állanak:

M—1: MA =  1 — I ' :  AB 
M—2: MA =  2—2 ': AB 
M—3 : MA =  3 3 ': AB

t. i valamint az M—1 egy hatodrésze az MA-nak: úgy 
az 1—1' egy hatodrésze az AB-nek; ésígy ha az 
AB =  1 öl =  ö láb: úgy az 1—1' =  ^ öl =  1 láb, ’s így 
a’ többi. — Már 1—x =  7 láb, 2—y = 8  1áb, 3—z =
9 láb ’sat. — Hlyen kismérték’ segítségével bárhány
ölet és lábat fel lehet venni.— De hátha kisebb részekre, 
p. hüvelykekre is van szükség ? Akkor az AB-t vé- 
vén egy láb gyanánt, ’s hat ollyat egy öl gyanánt; mivel 
most az MA vonalon csak hat osztály van: az 1—1' 
lesz lábat, vagy két hüvelyket; de ha az
MA 12 egyenlő részre osztatnék, a’ 12 egyküzü vo
nalakon, a’ keresztvonal által elmetszett részek közül a’ 
legfelső egy hüvelyket, a’ 2-dik két hüvelyket ’sat. 
mutatnának

m. sí. Ha pedig a’ tizedes osztály szerint akarunk kismér
téket csinálni: akkor (id. 61 .) az AB vonalat felosztván
10 egyenlő részre, a’ függőlegesen állított MA-t ha
sonlóul 10 egyenlő részre osztjuk,—húzunk egyközüc- 
ket az AC-vel, ’s ismét keresztbe az Ml-t, 's ezzel 
egyközüeket az AB-nek minden oszlálypontjaira. Már: 
M - l : MA=1 — 1': AI, azaz, valamint M—l = T,irMA, 
úgy 1 — l / =  T,TrA I;—hasonlóul: M—2: M A = 2— 2': 
Al, azaz valamint M—2 =  ^  MA— úgy 2— 2 '=  ̂ A I , 
így a’ többi.

Kismértéket tetszése szerint csinál az ember, midőn 
nagyobb idomot kisebben akar lemásolni. De szokták



ezt ércztáblácskára is felmetszeni, — minek a’ gyakor
latban nagy haszna van.

60. § .

Feladat 4) Két kiadott vonalhoz harmadik, vagy 
háromhoz negyedik arányos vonalat keresni.

Megf. Csináljunk bárminő nagyságú szögletet (id.62.) 1 
annak egyik szárára tegyük le az első kiadott vonalat 
=  AB,— másik szárára a’ másodikat =  AD, és a' B és D 
pontokat kössük össze a’ BD vonallal, — isméi az AB 
után folytatólag tegyük le még egyszer a’ másodikat, 
ha t. i. két vonalhoz kell harmadikat keresni,— vagy 
pedig ha 3-hoz kerestetik 4-dik arányos, akkor ide 
tegyük le a’ 3-dikat =  B C ,— már a’ BD vonallal a’ 
C-pontból húzzunk egyközüt CE: ’s ekkor a' DE vonal 
lesz a’ 3-dik, vagy illetőleg 4-dik arányos.

Mert: AB: BC =  AD : DE
vagy: AB: AD =  BC: DE. (1. 53. §.)

61. §.

Látánk már (54. §.) hogy, hasonló háromszögeknek 
neveztetnek az ollyan két háromszögek, mcllyeknek 
minden megfelelő oldalaik arányosok. — Látnivaló, 
hogy minden egyenlő A -ck  egyszersmind hasonlók is : de 
nem mondhatni viszont, hogy minden hasonlók egy
szersmind egyenlők is volnának, — sőt nagyságukra 
nézve felette különbözők lehetnek. — Miről lehet meg
ismerni, ha váljon két A.-ek hasonlók-e egymáshoz? 
Erre nézve lássuk c’ következő állítmányokat.

I. Ha két háromszögnek ABC és abc (id. 63.) •< 
minden megfelelő szögleteik egyenlők, <^A =  <  a, <B  

lí. Rész. Tértan. 4

<1. 62.

I. 63.



=  <J), < ,C = < .c : akkor minden megfelelő, vagyis az 
egyenlő szögletekkel általellenes oldalaik arányosok; — 
ésígy a’ háromszögek hasonlók.

Ugyanis ha az abc háromszöget ráteszszük az 
ABC-re, úgy hogy <  a ráessék < A -ra  : mivel ezen 
szögletek egyenlők, az ab oldal az AB-n, az ac az 
AC-n fog nyúlni, a’ be oldal pedig a’ b pontnál az 
AB- t, és a’ c-nél az AC-1 metszeni fogja. — Már mivel 
<^b =  <B , é s < c  =  < C ;  ezek pedig külső-belsők: 
látnivaló, hogy a’ be a’BC-vel egyközü; ésígy az 54. §. 
szerint illy arány áll: ab: AB =  ac: AC =  bc: BC; 
ésigy ezen háromszögek hasonlók.

II. Ila két /\-b en  kétkét megfelelő szögletek egyen
lők : úgy a’ 3-diknak is a’ 3-dikkal egyenlőnek kell 
lenni, — mivel egészitök 180°-ra; — ésígy az illyen 
A  -ek hasonlók.

m 63. III. Ha két A -ben egy szöglet egy szöglettel 
egyenlő, és az ezt képező kél oldalok arányosok: úgy 
ezen A -ek hasonlók. •

Mert legyen (id. 63.) a =  <.A, és ab : AB = a c  : 
AC; feltévén az abc A -e t az ABC-re, mint az I alatt, 
— mivel a’ be oldal az AB-t és AC-t arányosan metszi, 
tehát a’ BC-vel egyközü (53. § . ) ;— ha ezek cgy- 
közüek, úgy <. b =  <B , és < c = < .C ;  ésígy mind a’ 
3 szögletek egyenlők, ésígy A  abcm  A  ABC.

id.64.65. IV. Ha két / \ -n e k  meg félő oldalai egymással egy- 
közüek (id. 64 ) , — vagy pedig függőlegesek (id. 65 ) :  
úgy azok egymáshoz hasonlók. Mert mindenik esetben 
meg lehet mutatni, hogy < A  =  <^a, < ,B = < .b , < C  
=  <^c. Az első eset’ megmutatását lásd 33. §.; a' má
sodikét 34. §.



62. §.

Ha az ABC egyenesszögű háromszög’ ( id. 66.) w. 
A egyenes szögletéből a’ fíC feszes oldalra AD füg
göny huzatik:

1) Ezen függöny felosztja a’ A -e t két kisebb ABD  
és ADC háromszögekre, mellyek az ABC -hez, ésígy 
egymáshoz is hasonlók.

2) Mindenik mellékoldal, AB  és AC, középszeres 
lesz az egész feszes-oldal és annak mellette eső da
rabja BD vagy DC között.

3) Az AD függöny középszeres lesz a’ feszes
oldal és annak két darabjai BD és DC között.

Ugyanis:
1) Az ABD és ABC A -ek b en  van egy  közös 

szöglet B, és van mindenikben eg y  egyenes szöglet 
BAC =  BDA 5 ésígy A B A C w A B A D . — Épen 
így áll a’ dolog az ADC és BAC A -e k r e  nézve is. —
Ha pedig a’ két kisebb A - e k  a’ nagy A -h e z  hason
lók : úgy egymáshoz is hasonlók, ABADtz>AADC.

2) Külön mind a’ két kisebb A -e t  összehasonlít
ván a1 nagy A - g e l , illycn arányok állanak :

BD: AB =  AB: BC 
CD: AC =  AC: BC 

mi az állítmány’ 2-d ik  részét bizonyítja.

3) A’ kis A -g e k e t  egymással Összehasonlítván, 
illy arány á l l:

BD: AD — AD: CD, 
mi az állítmány’ 3-dik részét bizonyítja.

Következni. 1) A’ (2) szám alatt állé két arányok
ból egyenleteket csinálván:



' les*: AB2 =  BD xBC 
AC2 =  CI)x BC 

ezeket összeadván :
AB-4-ÁC’ =  (BD -4- CD) x  BC, 

vagy: AB2-+-AC2 =  BC2.
Ezen eredmény’ megértése végett jegyezzük meg, hogy 
a’ vonalakat mindig viszonyíthatjuk valami egységhez, 
mellyel azokat mérjük; ésígy a’ vonal’ hosszát kifejez
hetjük azon számmal, melly annak a’ felvett egység- 
hezi viszonyát mutatja. Ezen szempontból nézvén a’ 
fentebbi egyenletet: abból ezt tanuljuk: hogy a’ fe
szes-oldal’ számár lék ének’ négy lég-halvány a , annyi 
mint a’ két mellék oldatok’ számértékeinek négyleghat- 
ványuk együtt véve; vagy rövidebben : a’ feszes-oldal’ 
négylege annyi, mint a’ két mellékoldalok’ négylegeinek 
összege. ( Pythagoras’ állítmánya.)

Ezen tétel szerint, az egyenesszögü A -nek bár- 
melly oldalát ki lehet számítni, ha a’ másik kettő kia- 
datik. Legyen a’ feszes oldal =  a == 5 , egyik mellék- 
oldal =  b = 4 ,  másik =  c =  3: lesz

a2 =  b2 +  c2, 52 =  42 -+-32
innen: a =  V b2-+-c2, 5 =  V 42-+-32;

. b2 =  a2 — c2, 42 =  52- 3 2
innen: b = V a 2—c2, 4 =  V 52 —32 ;

'  c2 =  a2 — b2, 32 =  52 —42.

innen: c =  V a2—b2, 3 =  V ő2 — 42.

Követk. 2. A ’ feszesoldal’ négylege úgy van akár-  
mellyik mellékoldal' négylegéhez , mint az egész feszes 
oldal, az illető mellék-oldal felől eső darabjához, t. i.



BC2 : AB2 = B C  : BD 
BC2: ÁC2 =  BC : DC.

Mert az előbbi következményben feltett két egyenlő- 
teknek:

AB2 =  BDx BC 
AC2 =  CDx BC

ha mindkét részét sokszorozzuk BC-vel, 

lesz: AB2. BC =  BD. BC2
ÁC2 . BC =  CD. BC2,

és ezeket arányokra fejtvén, lesz :
BC ’ : AB2 =  BC: BD,
BC2: AC2 =  BC: CD.

Követk. 3. Az egyenes-szögű A -ben a mellék- 
oldalok’ négylegei úgy vannak egymáshoz, mini a* 
függönynyel metszett feszes -  oldalnak mellettök eső 
darabjai.

AB2: AC2 =  BD : DC.
Mert az (1) következményben feltett két egyenle
teknek :

ÁB2 =  BDx BC
AC2 =  CD x  BC

a’ minő viszonyban vannak első részeik egymáshoz, 
ollyanban vannak az utolsók is :

AB2: AC2 =  BD X BC : CDxBC 
a’ hátulsó viszony’ mindkét tagját elosztván BC-vel:

AB2: AC2 =  BD : CD.

63. §.
Akdrmelly A ’ három oldalait számokkal fejezvén id «7 *s 

ki, ha ezen oldalak közül egynek végéről függönyt



bocsátunk egy másik oldatra: az előbbi oldal' négylege 
annyi lesz, mint a’ másik hét oldatok' négylegeinek 
összege, — kivonatván belőle azon oldalnak, mellyre a' 
függöny cselt, ketfőzete, sokszorozva a’ függönynek az 
első oldallal áltáléitencs szöglettőli távolságával, azon 
esetben, ha ezen szöglet hegyes, — de hozzáadatván 
ugyanezen sok szór ozmány azon esetben, ha az említett 
szöglet tompa; azaz Hlyen egyenlet áll

1- sö cselben: (id.67.): Á B ^ Á C 2-f-BC- -  2BCxCD.

2 -  ik esetben : (id.68.): AB-^ÁC ’-f-BC ’-+-2BCxCD.
Ugyanis

1) Az ABC háromszög (id. 67.) az AD függöny 
állal felosztalik két egyenesszögü A - r e , ABD- és 
ADC-re. — Az ABD A -ben illyen egyenlet áll:

AB2 — AD2-4-BD2 . . . . . . . .  (1)
Ezen egyenletben mind az AD2, mind a’ BD2 helyett 
azoknak értékeit kell tenni, az állítmányban kitett vo
nalak által. Jelesen egyrészről az ADC A -ben:

AD2= A C 2 — DC2, 
másrészről: BD =  BC — DC, 

ezt négylegre emelvén:
BD- =  BC2 — 2BC x  DC - h DC2.

Már az AD2-nak és BD2-nak ezen értékeit az (A) e- 
gyenlctben helyette tevén, lesz:

ÁB2 =  ÁC2—DC2- hBC2—2BC x  DC-t-DC2, 
kihagyván az egymást lerontó tagokat:

AB2 =  ÁC2 -+- BC2 — 2BC x  DC, 
mi az állítmány’ első részét bizonyítja.

2) Az ABC tompaszögletü háromszög(id.69.) AD füg
göny által ABD egvenesszögA A - re pótoltatván, ebben :



AB2 =  AD2 -+- BD2 *,..........................(1)

úgyde: AD-’ =  AC- — CD2, 
és: BD2 =  (BC-4-CD)2

vagy: BD2 =  BC2 -+- 2BC x  CD -4- CD2 
az (1) egyenletben ezeket helyette lévén :

AB2 =  AC2 — CD2 -4- BC2 -+- 2BC X CD -4- CD2 
kihagyván az egyfajta ellenjegvü tagokat:

ÁB2 =  AC2 -+- BC2 -4- 2BC x  CD 
mi az állítmány1 második részét bizonyítja.

Köveik Az előadottakból látható , hogy a1 A ’ ol
dalainak egymáshoz viszonyított értékükből kitűnik, ha 
váljon akármellyik oldallal általellenes szöglet hegyes-e, 
tompa-e, egyenes-e ? Ila egy oldal’ négylege kisebb 
mint a1 másik két oldalé: akkor az azzal általelle
nes szöglet hegyes. Ha egy oldal’ négylege nagyobb, 
mint a1 másik kettőé: — akkor az általlenes szöglet 
tompa. Végre ha egy oldal’ négylege egyenlő a’ má
sik kettőjével: akkor az áltellenes szöglet egyenes, 
és a1 A  cgyenesszögü.

64. §.

Hasonló sokszögeknek neveztetnek azok, mellyek- w< fi9. 
nek minden megfelelő szögleteik’ egyenlők, és minden 
meo-felelö oldalaik arányosok. Ezen határozat nemÖ *
egyéb, mint a hasonló A -gek ' határozatának széle
sebbre terjesztése. Mivel a1 sokszögek A -gekre oszt
hatók : azoknak hasonlósága a’ bennök képezhető A -  
gek’ hasonlóságán alapúi. — Jelesen:

Hasonlók egymáshoz azon sokszögek. fid 69.) mely-



hjek ugyanannyi számú, ’s meg felelőleg hasonló A -  
gekböl össze tétették.

Mert: 1) Ha A A B C tzA abc, ACADc/sAcad, 
A  DAE co A  tlae: tehát ezeknek megfelelő szögleteik 
egyenlők, — < B = < vb, < ^ E = < .e ;  a’ többiek t. i. 
<,BCü =  A bcd, < ,C D E = < c d e , < ^B A E = < bae, 
mert egyenlő szögletekből vannak összetéve. Esígy 
ezen sokszögekben minden megfelelő szögletek 
egyenlők.

2) Az ABC és abc, ACD és acd ’sat. háromszö
gek’ hasonlóságából folynak ezen arányok:

AB: ab =  BC: bc =  AC: ac 
AC: ac =  CD: cd =  AD: ad 
AD: ad =  DE: de==AE: ae.

Mind ezen viszonyok egyenlők, mert ugyanazon vi
szonyokkal AC: ac, és AD: ad, vannak összekötve. Már 
ezekből csupán azokat vévén fe l, mcllyekben a’ sok
szög'' oldalai jönek elő, lesz :

AB: ab =  BC: bc =  CD: cd =  DE: de =  AE: ae, 
miből kitűnik, hogy ezen két sokszögnek oldalai ará
nyosok :

tehát «’ feltett sokszögek hasonlók.
Innen viszont folyik, hogy a’ hasonló sokszögeket 

egyenlő számú, és renddel megfelelöleg hasonló /_\-gekre  
lehet felosztani.

Mert (id. 69.) az ABCDE és abede sokszögek ha
sonlók lévén : minden megfelelő szögleteik egyenlők. 
Tehát <vB = < . b, és mivel AB: ab — BC: be: innín 
(61. §111.) az ABC háromszög hasonló az abc-hez.— 
Innen <  BCA =  < b c a : és az AC az ac-vel arányos. 
Es mivel <BCI) =  <  bed; ha egyenlőkből egyenlők 
vonalnak ki, egyenlők maradnak ott,  ésígy <ACD



=  < acd ; és mivel AC: ne =  CD: cd: innen A ACD 
c/dA  acd. — Ésígy < C D A = < . cda, — és az AD és 
ad oldnlok arányosok. Azonban mivel <.CDE <v= cde, 
ha egyenlőkből egyenlők vonalnak ki, egyenlők marad
nak olt, l.i. <A1)E— <ade. És mivel AD: ad =  DE: 
de: innen A A ED coA aed.

Az előadottakból az is folyik, hogy a’ hasonló sok
szögek’ kerítései, a’ megfelelő egyes oldalokkal és 
szögszelőkkel arányosok. — Ugyanis (id. 6í)) illyen 
arányok állván:

AB: ab =  BC b c = C D : cd =  DE: de =  AE: ae; 
vagy mivel a’ számlán szerint az előtagok’ összege úgy 
van az utótagok’ összegéhez, mint bármelly előtag 
a’ maga utótagjához :
AB ■+■ BC —I-  CD—i— DE -+■ AE : ab —f— bc —t— cd +  de +  ae 

=  AB: ab =  BC: be ’sat.
vagy:

kerítés ABCDE: kerítés abede =  AB : ab= A C : ac 
=  AD: ad ’sat.

KILENCZEDIK CZIKKELY.
A  körhöz viszonyított vonalakról és szögletekről. 

05. §.

Yalamelly húrnak AB (id. 70 .) közepére húzott 
függöny OC, a' kör’ középpontján, és az ezen húr elle
nébe feszített körívnek közepén megy keresztül.

Ugyanis húzzuk ki az OA, OB sugárokat, és az AC, 
BC húrokat. Mivel a’ fellétei szerint OC függőleges az 
AB’ közepén, az A-tói és B—töl egyenlő távolságra

l<l. 70.



eső pontokon megy mindenütt keresztül (18. §. III.) 5 
úgyde az 0 középpont épen ezen pontok közül való — 
mivel OA =  OB; — ésígy OC a’ középponton megy 
keresztül. — Hasonlóul a’ C pont is egyenlő távolságra 
van az A-tól és B—töl, vagy az ACésBC húrok egyen
lők 5 ésigy az azoknak megfelelő AC és 13C körívek is 
egyenlők 5 — ésígy OC az ACB körívnek közepén megy 
keresztül.

Következni. 1) A* kör’ középpontja, — a’ húr’ kö
zepe, — az ellenében eső körív’ közepe,— ollyan három 
pontok, mellyek a’ húrra függőleges vonalon mind meg 
vannak 5 — vagy kimerítőbben , ezen négy feltételek : 
húrra fiiggölegesség, — középponton — a’ húr’ köze
pén , — és a’ körív’ közepén keresztül menés mindig 
együtt járnak. -  És mivel az egyenes vonal’ megha
tározására két pont, Vagy két feltétel elegendő: tehát 
ezen négy közül, ha nkármellyik keltőnek jelenléte 
bizonyos, — a’ másik kettő’ jelenléte önkényt követke
zik. Jelesen :

a) A  húrra fiiggönyös sugár, azt és kurírét két 
egyenlő részre osztja.

b) A  h ír  közepét metsző sugár, arra fiiggönyös, és 
a' körívet két egyenlő részre osztja

c) A  körív’ közepére hízható sugár, a' körív' húr
jára fiiggönyös, és azt két egyenlő részre osztja

d) A  húr’ közepére fiiggönyös vonal, a,' kör’ kö
zéppontján megy keresztül, — és «’ körívet két egyenlő 
részre osztja, ’sat.

Köveik. 2) Valamclly körívet, és azon szögletet, 
mellynek ezen körív mértéke, két egyenlő részre lehet 
osztani, ha azon körív’ húrjának közepére függöny 
húzatik.



Köveik. 3) Volamelly körívnek AC(id.71.) közép- ia. u 
pontj;U kikereshetni, ha két inírt AH és. AC-t húzván 
reá, ezeknek közepeikre függönyöket állítunk,— mert 
hol ezek egymást keresztülvágják, az O-nál van a’ 
körív’ középpontja.

Köveik. 4) Iíárom adott pontokon A, B, C (id. 72.) w- 
körkörülelet lehet írni, ha összekötvén azon pontokat 
egyenes vonalakkal AB és BC, és ezeket húrok gya
nánt tekintvén, közepükre függönyöket húzunk, -- 
ezeknek 0 metszés-pontjok lesz a' körülírandó körűiét’ 
középpontja. — Ali vei a’ A =  három pontok által kijelelt 
idom: épen illy móddal lehet akármelly A körül kört írni.

G6. §

A’ kört keresztül metsző húr p. o. AB, Ab (id. 73.) u. 
neveztetik szelőnek (secans). A’ szelő tehát a’ körü
letet két pontban metszi.

Azon vonal pedig, melly a’ körületet csupán, egy 
pontban érinti p. CA neveztetik érintőnek (tangens.)

Az OA sugár' végpontjára húzható függöny AC két
ségkívül érintő. Mert ezen CA függönynek minden más 
pontjai az A-n kívül, messzebb esnek az 0  középpont
tól, mint az A ; ésígy a’ körületet csupán csak az A 
pont érintheti, a’ többi nem ; ésígy a’ CA érintő

Viszont: az érintő CA, az érintés'pontjára húzható 
OA sugárra kétségkívül függőleges. 3Iert a’ CA-ra az 
0 középpontból, az OA sugár legrövidebb távolság, — 
ésígy reá függőleges (18. §.)

Köveik. 1) A’ körűiét’ valamelly pontjára érintőt 
úgy húzhatni, ha az ezen pontra húzott sugár’ végéro 
függöny állíttntik.



Köcetk. 2) Az érintőnek érinléspontjára állított 
függöny a’ középponton megy keresztül.

Köreik 3) Az állalmérő’ két végére húzható érin
tők egyközűek.

Köcetk. 4) Az érintés’ pontjától A  (id. 73 ) kétfelől, 
az érintőn egyenlő távolságra eső pontok D és E, a’ 
középponttól 0  egyenlő távolságra vannak, 0 D =  0 E ; 
mert a’ függönytől OA kétfelöl egyenlő távolságra eső 
dűlt vonalak egyenlők. (1. 18. §. II. 2.)

Jegyzék. A’ 4-dikkövetkezményen alapul az úgy neveiéit tíz -sz ín -  
mérés (libeltatio). T. i. ha a' földön mint golyóbison, akárhol 
megadván, ezen állásponttól a' föld' közép-pontjáig vonalat = .  
sugárt házalni gondolok; — erre pedig vizirányos vonalat, 
melly ezen sugárral egyenes szögletet képez: a’ vizirányos 
vonalat úgy nézhetem , mint érintőt; álláspontomat pedig mint 
érintés* pontját. Már ezen érintő, vagyis vizirányos vonal' men
tiben kétfelől, tőlem "egyenlő távolságra eső pontok, a* föld* 
középpontjától is egyenlő távolságra esnek; ésígy a* melly 
tárgyak ezen pontokig érnek, azokról azt mondjuk, hogy 
magosságuk egyenlő. Ha pedig ezen pontokhoz képest, a* két 
(elől eső tárgyak közül egyik fentebb, másik lentebb esik: 
akkor azt mondjuk, hogy a* lentebb esőnek esése van. Viz
irányos vonalat ahhoz való műszerrel, úgy nevezeti rtz-szni- 
mérörel (libella) szoktak nézni; mcllynek fű része egy égetl- 
borral annyira tele töltött ’s mesterileg bezárt üvegcső, hogy 
csak igen kevés levegöcske maradjon benne, — melly kis le
vegő a* mozdított csőben ide *s lova futkosván , midőn annak 
épen közepén áll, akkor van a' cső vizirányos állásban. Ezen 
csövei egyközüleg összeköttetik egy dioptra, néha távcsővel, 
melly utóbbi* segítségével nagy távolságra is nézhetünk viz
irányos vonalat; és az egész készület csuklókkal ellátott három 
lábú asztalkához van erősítve. Szükségesek még ezen méréshez 
lobogóval ellátott rúdak vagy póznák, mcllyekre labak, hü
velykek , vonalak vannak kitűnő színekkel feljegyezve. — Már 
ha meg akarnám tudni, hogy a’ földön két pontok közül A és 
B ,(id. 7 4 )  az A mennyivel esik lentebb, mint a" B: karót 
ütvén le függőlegesen mindenik pontnál, *s a' kettő közt kö
zépen a’ C-ncI leiévén a’ vízszinmérőt: néznek vizirányos vo
nalban miod a* két karóra, — *s a’ melly pontjaikra — E éa



F —esnek a' vitirányos vonal,azt megjegyezvén: az AE és BF 
magosságot megmérném; és a’ mennyivel nagyobb az AE mint 
az FB, — annyival esik magosabban a' B mint az A a' föld’ 
középpontjától, — vagy annyi esése van az A-nak a’ B-től.

67. §.

Ugyanazon körben két egyközüek (húrok, szelők, 
vagy érintők) közt eső körívek egyenlők, (id.75.)

A’ BC, DE húrok vagy szelők, és az FG érintő egy- 
közuek lévén: az OA sugár, melly az érintés’ pont
jára húzatik , mind a’ háromra függönyös, — mivel 
(66. §.) az érintőre függönyös. Tehát az A pont a’ 
BAC és DAE köríveknek közepén van. (65. §.) Kö
vetkezőleg AB körív =  AC, és AD=AE; következőleg 
egyenlőkből egyenlők vonatván ki, egyenlők marad
nak: AB — AD =  AC — AE, vagy BD =  CE.68. §.

A’ szögletnek, körhöz viszonyítva, négyféle helyzete 
lehet: vagy a' kör’ középpontjában van annak csúcsa, 
— vagy a’ kerületen, — vagy «’ középpont és körillet 
közt, — vagy a' körületen kiéül.

Az első esetet már ismerjük (12. § .) , s’ tudjuk, 
hogy azon esetben a’ szöglet’ mértéke a’ szárai közt 
eső körív; most a’ többi eseteket lássuk.

69. §.

Minden ollyan szögletnek, tnellynek csúcsa a' körü
leten esik, és szárai húrok, mértéke a ’ szárai közt eső 
körívnek fele. (id. 76.)

Vegyünk fel előbb ollyan szögletet BAC, mellynek 
egyik szára a’ középponton menjen keresztül. Húzzuk 
az OB sugárt; az OAB háromszög egyenszáru; ésígy



<.x — < y ;  — azonban az AO oldalnak C-ig nyújtá
sával képzett külső szöglet z =  x y , — ész  =  2x ; 
ésígy az x-nek mértéke a’ z’ mértékének fele: úgyde 
a’ z-nek mértéke =  BC, — ésígy x-nek mértéke =  
4 BC, vagyis a* szárai közt eső körívnek fele.

Ha a’ körületre eső szögletnek egyik szára sem 
megy a’ középponton keresztül, hanem vagy közbe 
fogják azt, mint <,BAD, vagy mindenik szára egy 
felöl esik attól, mint <_BAE: akkor is épen ezen sza
bály áll, — mert:

1) <BAD vagy x + s  mértéke =  x mért. h-  s 
mért. =  1 BC -+- ^ CD =  4 BD =  a’ szárai közötti kö
rív fele.

2) BAE mértéke =  <. EAC’ — <. BAC’ mér
téke. = ^ E C — IBC — 4 EB— a’ szárai közötti kö
rív’ fele.

Végre az érintő-, és az érintés’ pontjára húzható 
húr által képzett szögletnek is, minő FAB, FAD, mér
téke a’ szárai közt eső körívnek fele. — Mert ha az A 
érintés-pontra AC átmérő húz a tik, az FAC szöglet 
egyenes lesz, mellynek tehát mértéke a’ szárai közt eső 
félkörületnek fele^OO'k Következőleg

1) az FAB szöglet1 mértéke =  FAC1 mértéke 
— BAC’ mértéke =  ! ABC —|  BC, = ^ A B  körív.

2) az FAD szöglet’ mértéke =  FAC’ mértéke 
-h  <CAD’ mértéke, =  |  ABC -+* ^ CD, == J ABD körív.

w 77. Köveik. 1) Mindazon szögletek, EDF, EdF (jd 77 ), 
mellyek ugyanazon EDdF szeletbe íratnak, egyenlők,— 
mert mindnyájoknak mértéke a1 száraik közt eső ugyan
azon körív1 fele.

2) Mindazon szögletek, mellyek félkörbe íratnak,



vagyis a’ mellyennek száraik az átmérő’ két végeire 
esnek, egyenesek, p. ABC, AbC.

70. §.

A ’ középpont és (t körűiét közt eső szögletnek BAC , w. ts . 

(id. 78J  mértéke n’ szárai közt eső BC, és hátra meg-  
nyújtott szárai közt eső ED köríveknek félösszege.

Ugyanis húzván a’ BE húrt, képeztelik A  BEA, 
mellynek külső szöglete BAC =  BEC-f-ABE. Úgyde 
ezen utóbbi két szögletek’ mértéke együtt =  ^BC-f- 
4 ED; ésigy a’ BAC szögletnek is mértéke= J (BC-f-ED).

71. §•

A ’ köriileten kivid eső szögletnek BaC mértéke a’ i«t. 
szárai közt eső két (völgyes BC, és hátas ED ) körívek
nek félkülönbsége.

Ugyanis (id. 78.) húzatván BD húr, képeztelik 
ABaD, mellynek külső szöglete BDC =  EBD -+- BaC,
ésigy

<. BaC =  <  BDC — <  EBD, 
ezen két utóbbi szögletek’ mértékei a’ BC, és az ED 
körívek’ felei: ésigy <  BaC’ mértéke ugyanezen kör
ívek’ félkülönbsége —  ̂(BC — ED).

Ugyanezen szabály alá esnek azon szögletek is, 
mellyek akár két érintők-, akár egy szelő és egy 
érintő által képeztetnek, p. BaT.

72. §.

A* fentebbiekben ( 66. §.) a’ szelőt és érintőt ügy m. í8. 
tekintettük, mint határozatlan hosszúságú vonalakat: 
most már jegyezzük meg, hogy sajátlag szelőknek és



érintőknek határozott hosszasáén vonalak neveztetnek. 
Jelesen szelő azon egyenes vonal (p. Ba, Ca, id. 78.) 
mcllynek hossza egy részről másik szelő vagy érintő 
áltat, inás részről a’ körűiéinek BC, völgyes része állal 
halároztatik. — És az aE és aD neveztetnek a’ Ba és 
és Ca szelők1 külső darabjainak.’— Hasonlóul érintő azon 
egyenes vonal (p aT.), mellynek hossza egyrészről az 
a pontban vele összejövő szelő által, másrészről az 
érintéspont állal halároztatik.

‘ 3. §.

m.78.79. Két húrok, EC , B D , mellyek egy körben egymást
keresztül metszik, eiszontagosan arányos részekre osz
lanak, miszerint B A : CA— AE: AD ( id.78).

Ugyanis húzván BE és CD húrokat, képeztetnek AEB 
és ADC háromszögek, mellyek hasonlók, mivel meg
felelő szögleteik egyenlők. Az egyenlő szögletekkel 
általellenes oldolok tehát illy arányban állnak : BA: 
CA =  AE: AD.

Köreik. 1) Ha egyik húr épen átmérő BD (id. 79.), 
a1 másik EC erre függőleges, úgy hogy AE =  AC: 
akkor ezen arány DA: AE =  AC: AB, másként 

így áll: DA: AE =  AE: AB 
azaz: minden félhúr AE, melly az átmérőre függőleges, 
az átmérőnek általa elmetszett két darabjai közt kö
zépszeres.

Köreik. 2) Ha BE és ED húrok huzatnak: ABED 
egyenes-szögű az E szögletnél; ’s itt a1 körben talál
juk fel épen azt, mit a1 62. §-ban az egyenes-szögű 
A-gekről tnnulánk : DB: BE = . BE : BA 

DB: ED =  ED: AD;



melly szabály itt így á ll: az átmérő’ végére állított 
húr, középszeres az egész átmérő-] és annak melette eső 
darabja közt.

Követk. 3) A’ két előbbi következményeken alapul 
két könnyű módja annak, miként lehessen két adott 
vonal között középszerest találni, t. i.

1} az adott két vonal’ összege’ DA -+- AB (id. 79.) 
felibe félkör hűzatván, az összekötés’ A pontjáról füg
göny eresztetik’ fel a’ körületig AE vagy AC, ’s ez a’
DA és AB közt középszeres.

2) Az adott nagyobbik vonal átmérő gyanánt vé
tetvén BD (id. 79.); a’ kisebbik letétetvén B-töl A-ig,
— az A-nái AE függöny húzatván, — a’ BE vonal 
lesz a’ keresett középszeres.

74. §.

Két szelők a B , aC (id. 78.), mellyek egy közös a a «. 
pontból indulnak, a’ körön kívül eső a E , aD darab
jaikkal mszontagosan arányosok, úgy hogy : a B : aC =  
aD : aE.

Ugyanis hűzatván CE és BD húrok, képeztetnek 
oBD és aEC háromszögek, mellyek hasonlók, mivel 
megfelelő szögleteik egyenlők; ’s az egyenlő szögle
tekkel általellenes oldalokról illyen arány áll: 

aB : aC =  aD : aE.

75. §.

Az A T  érintő (id. 80.) melly az AB szelővel ugyan-u, i0. 
azon A pontból indúl, középszeres az AB szelő, és 
annak külső darabja AD között.

Húzván a’ BT és DT húrokat, az ABT és AI)T há
romszögek hasonlók, mert <  A közös, <. ABT = < .

//. Rész. Tértan. 5



ATD, mert mindeniknek mértéke =  ̂  DT körív, — 3-dik 
3-dikkal tartozik egyenlő lenni. Ésígy illyen arány áll: 

AB: AT =  AT : AD.

TIZEDIK CZIKKELY.
A y rendes sokszögekről, ’s azoknak körhözi viszonyúról.

76. §.

Látánk már (38. §.), hogy rendes sokszög az, melly-  
nek minden oldalai és minden szögletei egyenlők. Ez 
szükségképen domború; ’s lehet bárhány oldala, kettőn 
felül. A’ rendes sokszögben p. ABCDEF (id. 81.), a’ 
körülírható kör’ középpontja 0 , a’ sokszögnek is közép
pontja, — és az AOB , BOC ’sat. szögletek középponti 
szögletek. Annyi középponti szöglet van, a’ hány ol
dalú a’ sokszög; és mivel minden középponti szögle
tek’ összege =  4r == 360°: innen (az oldalok’ számát

jelentvén n), egy-egy azok közül = —- =  —  •
n n

A’sokszög’ szögleteibe a’középpontból húzható vonalak 
OA, OB, OC ’sat. a’ sokszög’ sugarai. A’ középpontból 
valamellyik oldalra húzható függöny 011, Oí, ’sat. pedig 
neveztetik apothema-nak. Ugyanazon rendes sokszög
ben lehető minden apothőmák egyenlők, — és mindenik 
két egyenlő részre osztja azon középponti szögletet, 
mellyből jő , és azon oldalt, mellyen áll. — Azonban 
mivel OB = O H ” -4-BIT, látnivaló, hogy a’ rendes 
sokszögben a' sugár’ négylege annyi, mint az apothema' 
négylege, és fél oldal négylege összesen.

Két rendes sokszögek, ha egyenlő számú oldaluk, és 
egyenlő sugaruk van, egyenlők.



Két rendes sokszögek, ha egyenlő számi oldaluk 
van, hasonlók; — mert bírnak mindazon tulajdonokkal, 
mellyeket a’ hasonló sokszögekről tanulónk (64. §.) t. i. 
hasonló háromszögekből vannak összetéve; mert az 
ugyanannyi oldalú, akár kisebb, akár nagyobb sokszö
gekben képezhető A -gek ’ szögletei megfelelöleg egyen
lők, mivel csúcsaik egyenlők, már pedig ama szögletek 
ezen csúcsok’ felei (lásd 40. §.). Következőleg

A ’ rendes hasonló sokszögek’ kerítései az ő egyes 
oldalaikkal arányosok; — ’s innen

A ’ rendes hasonló sokszögek’ kerítései az ö suga
rukkal és apothemájokkal arányosok.

Mikor a’ sokszög’ minden szögleteinek csúcsa kör- u. 
körületen esik , ’s így annak minden oldala húr: akkor 
a’ sokszög körbe írott-nak, ’s a’ kör ehhez képest körül-  
írottnak; — midőn pedig a’ sokszög’ minden oldala 
érintő a’ körületre, akkor a’ kör sokszögbe írottnak, ’s 
a’ sokszög körülírottnak neveztetik, p. o. (id. 82.) az 
abcdef sokszög körbeirott, az ABCDEF pedig körülírott.

Mivel a’ körnek sugara, mint id 81. mutatja, a’ 
beleírott rendes sokszögnek is sugara, — a1 körülírolt- 
nak pedig apothemája : innen látnivaló, hogy a ’ rendes 
hasonló sokszögek’ kerítései, azon körnek sugarával, 
mellybe, vagy melly körül írottak, arányosok.

Mivel a’ köröket úgy lehet tekinteni, mint véget- 
lenj-sok-oldalu rendes sokszögeket $ melly sokszögek
nek oldala egy-egy pont a’ körületen, ésígy apothemá- 
jok sugarukkal egyenlő: innen látnivaló, hogy minden 
körök, mint egyenlő számú (végetlcn sok) oldalú sok
szögek egymáshoz hasonlók; mit már fentebb abból is 
láthatónk, mert minden kör’ körülele egyenlő (360°) 
részekre osztatik , ésígy csak nagyságukra nézve

5*



különböznek egymástól. Innen több körök’ körületei 
CP,p) olly viszonyban vannak egymáshoz, mint azoknak 
sugarai (R , r),

P : p =  R : r ;
és mivel a’ sugarak úgy vannak egymáshoz, mint az ö 
kettőzeteik, t. i. az átmérők (D, d ) : innen körűletek 
úgy vannak egymáshoz, mint az átmérők: P : p — D : 
d. — És a’ kérőieteknek búrmelly megfelelöleg egyenlő 
részei, vagy a’ körívek is úgy vannak egymáshoz, mint 
a’ sugarak, vagy az átmérők.

77. §.

w. fi. Négyleget, vagy négyoldalú rendes sokszöget körbe
írni, ’s oldalának a’ köriilírott kör’ sugaráhozi viszonyát 
megtalálni, (id. 83.)

Húzatván két átmérő AB, CD, egymásra függőle
gesen,— húzatnak AC, CB,BD, és DA húrok; és ACBD 
lesz a’ kívánt négyleg, mivel minden oldalai és szög
letei egyenlők.

Az AOC háromszög az O-nál egyenes-szögű lévén, 
ád illyen egyenletet:

ÁC2 =  ÁÖ2 -+- o c \
vagy a’ sugárt nevezvén R-nek, mivel mind AO, mind 
OC =  sugár =  R :

lesz: AC" =  2R?,

innen: AC — V2R2; 
és ha a’ sugár megtétetik egy-ne\\ == 1 : 

lesz: A C =  V 2;
ésígy a’ négyleg’ oldalának a’ kör’ sugaráhozi viszonya 
== V 2 ;  1 =  1,4142 : 1.



78. §.

Rendes hatszöget körbe írni, ’s oldalának a’ kör’ w. 
sugardhozi viszonyát megtalálni.

Tegyük fel, hogy a’ feladat már meg van fejtve;
— legyen AB (id. 84.) a’ rendes hatszög’ egy oldala,
— melly tehát 36%  *  60°~nyi körív’ húrja, — ésígy 
<. AOB =  60°; úgyde A  ABO egyenszáru, mert AO 
=  BO, sugarak, ésígy <  A =  < B , — tehát mindenik 
=  60°; innen AABO, mivel mind a’ három szöglete 
egyenlő, t. i. 60°-nyi, — tehát egyenoldalú; követ
kezőleg a’ rendes hatszögnek minden külön oldala =  
sugár. — Innen rendes hatszöget körbe úgy írhatni, ha 
a’ kör’ sugara a’ köriíletre hatszor letétetik. — Olda
lának viszonya tehát a’ kör1 sugarához =  1 : 1.

79. §.

Egyenoldalú háromszöget, vagy 3 oldalú rendes u< 
sokszöget körbe írni, ’s oldalának a’ kör’ sugardhozi vi
szonyát megtalálni, (id. 84.)

Miután rendes hatszöget körbe írtunk: 3 oldalú 
rendes sokszöget könnyű körbe írni; t.i. a’ hatszögnek 
minden 3-dik csúcsát A , C, E, kössük össze egyenes 
vonalakkal, ’s kész az egyenoldalú háromszög, — mert 
az AC, CE, EA, egyenlő körívek’ húrjai lévén, egy
mással egyenlők.

Továbbá AACD a’ C-nél egyenesszögii lévén, illyen 
arányt ad:

AC2 =  AD2 — CD2,



végre: AC' =  3R2 5
innen: AC =  R V 3;
és ha R =  1 : tehát AC =  V3.

Az egycnoldahí háromszög’ egyegy oldala tehát a’ kö
rülírott kör’ sugarához olly viszonyban van =  V 3 : 1 . 
=  1,732.. : 1.

80. §.

1,1 85. Rendes tízszöget körbe írni, ’s oldalának a’ kör' 
sugaráhozi viszonyát megtalálni.

Tegyük fel, hogy a’ feladat már meg van fejtve; — 
legyen AB (id. 85.) a’ rendes tízszög1 oldala. Az 
AB körív, vagy AOB szöglet =  3<í0/ 10 =  36°; to
vábbá a’ tízszögnek szöglete lévén (40. §. szerint)

(n—2)  . 2r 8 . 180 1440
— -------------- __—  — __—  —  = 1 4 4 :  innen<

n 10 10
ÓBA, akár< OAB =  72°, épen kétakkora mint BOA. 
Ezeket tudván: osszuk fel az OAB szögletet az AK 
vonallal kőt egyenlő részre. Az ÓBA háromszög fel
oszlik ekként két egyenszárú A - r e , OAK és KAB-re, 
mellyekben AB =  AK =  OK. — Továbbá mivel az
ABIÍ és AOB háromszögek hasonlók, (a’ B szöglet 
közös,— < K A B = < A 0 B  lévén): illyen arány áll 
azokban :

BK: AB =  AK: AO, 
vagy egyenlők helyett egyenlőket tevén :

BK: OK =  OK: OB.
Ezen arány azt mutatja, hogy itt az OB sugár két ollyan 
részre, OK és KB, van felosztva, mellyek közül a’ 
nagyobbik OK közép-arányos az egész sugár és annak 
kisebbik osztálya közt, — vagy mint kifejezik, az OB 
sugár közép-és cég-arányoson van felosztva (média



et extrcina ratione secta); és mivel OK — AB =  ren
des tízszög’ oldala : hUni—való, hogy a’ rendes tízszög’ 
oldalát megtaláljuk, ha a’ kör’ sugarát közép- és vég- 
arányosan felosztjuk.

Azonban az OB sugárt megtevén =  1-nek, és OK
=  AB =  x , KB = 
=  OK: OB

=  1—x: a’ fentebbi arány: BK: OK

így lesz: 1—x: x =  x : 1,
innen egyenlet: x 2 =  1 — X,

innen : x 2 +  x =  l ,
gyökér: x

kipótolva : X2 -+-X \  =  1-4-^ =  *
innen : x +  £ == V j  =  V \  X 5. 
innen : x =  —- ^ -4- . 5
vagy : x =  — ? +  i  \^> 
vagy: x =  £ (—1 4- V5).

Az x-nek csak igenleges értéke lehetvén az , melly a' 
feladatnak megfelel: x , vagyis a’ rendes tízszög’ ol
dala =  \  (V ö—1) ; — ésígy ezen oldalnak a’ sugár- 
hozi viszonya ez =  j ( V 5 —1):  1. = 0 ,6 1 8 :  1.

Köveik. Rendes ötszöget lehet csinálni, ha a’ ren
des tízszögnek 3-dik csúcsait váltogatva egyenes vo
nalakkal összekötjük.

8 1 . §.

Adatván valamelly körbe írott rendes sokszög’ ol- m. g«. 
dalának értéke: kétszerte több oldalú rendes sokszög’ 
oldalának értekét fiikeresni.

Legyen AB (id. 86.) a’ kiadott sokszög’ oldala. Az 
AEB körív két egyenlő részre osztatván az E-nél, az 
AE húr mutatja a’ keresett sokszög’ oldalát.



Ezen AE vonal (73. §. követk. 2.) középszeres az 
EF átmérő- és annak EC metszéke közt,

EF : AE =  AE : EC,

innen : AE2 =  EF X EC.
Ezen egyenlet’ utolsó részét ollyan mennyiségekkel 
szükség kifejezni, mellyek kiadatvák; azok pedig a’ 
sugár AO =  R == 1 , és AB, mellyel nevezzünk el =  
a-nak. — Erre nézve: EF =  2R, AC =  ^ a, EC =  
R — OC. Úgyde az ACO háromszögben :

OC2 =  AO2 —  Ác2,

vagy : OC =  V a o 2_ A C 2

vagy : OC =  — ( '/2 a)2

vagy : OC =  V r 2 — %  a2.
Ezen értékeket helyette tévén, lesz :

AE2 =  2R x  ( R — vT -  % a2")
vagy mivel R =  1 :

AE2 =  2 . ( j _ V l  — a2)

innen : AE =  V í  . ( i —V i — '/ía2).
Ezen számítás’ nyomán ki lehet csinálni 

a’ 3, 6, 12, 24, ’sat. oldalú,
vagy: 4, 8, 16, 32, ’sat. oldalú,
vagy: 5, 10, 20, 40, ’sat. oldalú

körbe írott rendes sokszögek’ oldalát. P. o. ha a’ rendes
tízszög’ oldala AB =  a = 0 ,6 1 8 , (80 §.): innen a’ 
rendes húsz-szög’ oldalára AE nézve ez az egyenlet:

húsz-szög’ old. AE == V2 . ( 1 -  Vi__i/4 . (0,618)0 
=  0,313.



Egy oldal’ számi értekét az oldalok’ számával sok
szorozván: kijö az egész kerítés’ számi értéke. P. o. 
a’ körbeírott rendes tízszög’ kerítése (a’ sugárhoz, mint
1-hez viszonyítva) lesz: =  0,618x10 == 6,18.
A’ rendes hűszszögé : =  0,313x20 =  6,26.

82. §.

Adatván valamelhj körbeírott rendes sokszög’ olda- ,d 86 
Iának számi értéke: ugyanannyi oldalú körülírott sok
szög' oldalának értekét kikeresni.

Legyen AB (id. 86) az adott körbeírott sokszög’ 
oldala. Az A és B pontokra húzzunk érintőket, inely- 
Iyek a’ D pontban összejővén, a’ körülírható sokszög
nek egy csúcsát képezik: ’s így AD =  BD == a’ körül
írott sokszög’ oldalának fele.

Ezek így lévén: az AOC, és ACD egyenesszögü 
hasonló háromszögekben illyen arány áll:

OC : OA =  AC : AD. ( 1)
Már a’ körülírandó sokszög’ egy oldalát A-nak nevez
vén, — ’s ismételvén, mit az előbbi §-ban mondánk, 
hogy t. i.:

AB =  a, OA =  R, és OC =  V r 2—  
a’ fentebbi (1) arányból illyen egyenlet lesz:

OAxAC
AD =

vagy: J[A =

vagy: A =  

és mivel R =

OC
R xia

v'Rs—.ja'
RXa

\/R 2, 
1 :

l* 2



a
innen: A —

Ezen szabály’ alkalmazása által, az előbbi §-ban 
említett körbeírolt sokszögeknek megfelelő körülírott 
sokszögek’ oldalát is, — és azoknak sugárhozi viszonyát 
ki lehet számítni. P. o. a’ tízoldalű körülírott rendes sok
szög’ egy oldala =  A, (miután a =  beírott tízszög’ ol
dala a= 0,618) lesz:

- 1.(0,618)2
A’ körülírott 20-szögó (miután a =  0,313 . .)  lesz : 

0,313
A =  / -= r.: - -  ■ -  =  0,317 . . .

v  1 — ^.(0,313)2
Miután akármelly körülírott sokszögnek egy oldala 

ki van számítva •, ha azt az oldalok’ számával sokszo
rozzuk : az egész kerítést, ’s ennek sugárhozi viszonyát 
nyerjük. P. o. a’ körülírott rendes tízszög’ kerítése lesz: 
=  0 ,649x10  =  6,49. A1 rendes 20-szögé pedig: 
=  0 ,317x20  =  6,340.

Kör’ körűletét egyenesitni.
A’ kör’ körületét egyenesitni (rectificare) annyit 

tesz, mint kimutatni annak hosszát egyenes vonalban, 
— vagyis inkább annak bizonyos egyenes vonalhoz-, 
jelesen a’ sugárhoz, vagy átmérőhözi viszonyát.

Látánk már fentebb , hogy a’ kör =  végetlen sok 
oldalú sokszög. Ha az előbbi §-sokban előadott szabá
lyok szerint, a’ végetlen sokoldalú sokszögnek egyegy 
oldalát, ’s onnan minden oldalai’ összegét, vagyis egész 
kerítését kiszámíthatnánk: ez lenne a’ kor' körülcle, —

0,618

83. §.



’s ennek 1-Jiezi viszonya mutatná a’ körűlelnek sugár- 
hozi viszonyát, — ’s ugyanannak 2-hözi viszonya, a’ 
körűiéinek átméröhözi viszonyát. De végetlen sok ol
dalú sokszögre számítást nem tehetünk; ’s innen látni
való , hogy a’ körűidnek sugárhoz- vagy átméröhözi 
viszonyát teljesen kimerítöleg ki nem számíthatni.

Azonban ha a’ 81 és 82 § nyomán minél több ol
dalú (5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 ’sat.), akár 
beírott, akár körülírott sokszög’ kerítését kiszámítnánk: 
annyira fognánk közelítni a’ kör’ kerítéséhez, hogy 
figyelemre sem méltó különbség lenne közöttök $ annyi
val inkább ha ugyanannyi (p. 640) oldalú mind körülírott, 
mind beírott sokszögnek kerítését kiszámítván, a’ kettő 
közt középszerest veszünk, — mivel a’ körülírotté va
lamivel nagyobb, — a’ beírotté pedig valamivel kisebb 
lenne mint a’ körkörűlet, ’s így ez azok közt közép
szeres.

Illyen számítással menvén több több oldalú sokszö
gekre: úgy találták, hogy a’ 12288 oldalú

körbeírott sokszög’ kerítése =  6,2831852 . . .
körü líro tté ..................... =  6 ,2 8 3 1 8 5 4 ...,

mellyek már olly közel járnak egymáshoz, hogy akár- 
mellyiket vehetnénk a’ kör’ kör-lete helyett; de azon
ban vegyünk helyettük középszerest, — 6,2831853.

Innen a’ sugárnak körülethezi viszonya ez :
1 : 6,283 ................

Es az átmérőnek körülethezi viszonya ez:
2 : 6,283 . . . .

vagy: 1 : 3,14 . . .
Már a’ körűidnek az átmérőhöz, mint 1-hezi vi

szonyát mutató szám == 3,14 kifejeztetik *-vel, — vagy 
a’ sugárhoz mint i-kczi viszonya 2*-veI.



Mivel pedig (76. §) a’ mint van egy körnek sugara 
a’ maga körűidéhez: úgy van más akármeliy körnek 
sugara (R) is a1 maga körűidéhez (x ) ; innen:

1 : 2 *  =  R:x ,  
innen: x =  2jzR.

Ezen képlet tehát: 2^R, mutatja akármeliy kör’ kö
rűidét; melly képletben n —  3,14, — _R pedig a’ kia
dott sugár.

P. o. Ha a’ sugár =  6 öl: mennyi a’ körűiét ? — 
=  2 .3 ,1 4 .6  =  37,68.
Jegyzék. A’ körűiéinek átmérőhözi viszonya Archimedes szerint 

ez: 7 : 2 2 ;  Metius szerint: 1 1 3 :3 5 5 ;  — de legszokottabh 
az, mellyel adánk : 1: 3,14 vagy: 100: 314, meily Ludolpk 
nevű első kiszámítójától Ludolphi szám-nak neveztetik. Nagy 
pontosságot kívánó égtani munkálatokban két tizedes jegy nem 
elég; további számítás szerint:

=  3,14159 26335 89793 23846 
logar. a- =  0 ,49714  98726 94153 85435. />

TIZENEGYEDIK CZIKKELY.
Néhány hosszmérési feladatok.

84. §.

Két pontnak A és B ( id. 87.J , mellyek közt egye
nesen menni nem lehet, de egy harmadik C pontból min- 
denikhez egyenesen mehetni, egymástóli távolságát meg
mérni.

1) Karót ütvén le függőlegesen a’ C-uél, meg kell 
mérni lánczczal a’ CA távolságot, — ’s visszafelé men- 
vén, épen annyit egyenes vonalban ki kell mérni a’ D- 
ig, ’s ott karót ütni le. Hasonlélag meg kell mérni a’ CB 
távolságot is, — ’s hátrafelé ugyanannyit az E-ig, — 
’s ott is karót ütni le. Ekkor a’ D az E-'ől épen annyira



lesz, mint a’ B az A—tói, — vagy DE =  AB; —- mert 
AABC — A C D E, mivel két oldal két oldallal, és a’ 
közbeneső szögletek egyenlők. — Ésígy csak a’ DE 
vonalt kell megmérni.

2) Vagy pedig az AC és BC vonalaknak csak bi
zonyos- , de ugyanannyid-, p. o. |  ’sat. részét mér
jük ki visszafelé a1 G-ig és F-ig, ’s azon pontoknál ka
rókat ütünk; és valamint FC =  5AC, és CG =  ^BC: 
ügy FG =  jA B ; — mert AFCG co AABC, mivel ol
dalaik arányosak; — ésígy : FC : AC =  FG: AB. — 
Ésígy az FG-t megmérvén, azt háromszor vesszük, ’s 
lesz =  AB.

3) Asztallal így: miután a’ CA és CB vonalakat 
lánczczal megmérettük: letévén a’ mérő asztalt vízirá- 
nyos állásban ügy, hogy a’ földön lévő C pontnak meg
felelő pont, függöny’ segítségével az asztalon meg
jegyeztessék : ezen megjegyzett ponttól irányzóval 
(dioptra) nézvén az A felé, húzunk ezen irányban vo- 
na’a t, a’ meddig lehet az asztalon; — így a’ B felé is. 
Ekkor a’ hány öl lánczczal a* CA, annyit felveszünk a’ 
kismértékből czirkalommal, ’s let szűk a’ CA vonalra =  
C l; — ’s a hány öl lánczczal a’ CB, leteszünk annyit 
kismértékben a’ CB vonalra =  C ii; — a’ H és I pon
tokat összekötjük IH vonpr .l ;  ekkor az IH vonal 
kismértékben épen annyi, mint az AB nagyban. — 
Ugyanis az ABC háromszög’ oldalait az JH vonal ará
nyosan metszi, mert AC : Cl — BC: CII, — mivel a’ 
Cl kismértékben annyi, mint AC nagyban, — és a’ CH 
kismértékben annyi, miül BC nagyban; — ésígy IH az 
AB-vel egyközü ; a' honnan AABC w AlCH *, — és
így ezekben illy arány áll:

C l: CA =r II I : AB,



azaz, valamint Cl kismértékben annyi, mint CA nagy
ban : úgy IH kismértékben annyi, mint AB nagyban.

85. §.

1(189• Két pontoknak, mellyek közül egyikhez menni nem
lehet, egymástóli távolságukat megmérni.

1) Egyenoldalú Z^-ggel. Indulj el az A—tói 60 fok
nyi szöglet alatt, ’s menj egyenes vonalon mindaddig, 
míg ollyan pontot nem találsz, mellytöl az A és B felé 
húzható vonalak ismét 60 foknyi szögletet képezzenek. 
Legyen ezen pont C, — ott üttess le karót, ’s az itt 
képzett ABC háromszög egyenoldalú lesz, — mert min
den szöglete 60 foknyi. Ennek tehát minden oldala 
egyenlő lévén, mérd meg az AC-t, — az = A B .

id. Í9. 2) Egyenszárú /\-ggel. Indulj el az A-tól ollyan
szöglet alatt, a’ minő alatt az akadályok miatt lehető. 
Ha p. o. indultál 105 foknyi szöglet alatt: menj egyenes 
vonalban mindaddig, míg egy olly pontot nem találsz, 
— a’ C-nél — , mellytöl az A és B felé húzható vona
lok 3 7 | foknyi szögletet képezzenek. Ide karót üttet- 
vén, az ACB háromszög egyenszárú lesz, — mert a’ 
B-nél eső szöglete is 37^ foknyi. Ésígy AC=AB; és 
csak az AC-t méresd meg.

m «o. 3} ^  B ponttól két felöl egyenlő távolságra, a’ C
és D pontoknál karókat kell leütni. A’ C-töl az A felé 
nézhető vonalon akárhol kitűzvén egy pontot E, ’s oda 
is karót ütvén, az EB távolságot meg kell mérni, — ’s 
ugyanannyit visszafelé az F-ig, — ’s itt is karót ütni. 
Ekkor keresni kell egy ollyan pontot, — a’ G-nél, 
mellyböl az F és D karókat egy felöl —, más felől pe
dig a’ B és A tárgyak’ közepét egyenes vonalban lát-



hatni. Ila ezen pont eltaláltatott: a’ BG távolság egyenlő 
az AB-vel, — ésígy csak a’ BGt-t kell megmérni.

Ugyanis: AACB =  ABDG, mert CB =  BD, 
<CBA =  <;DBG — csűcsszögletek; — hogy pedig 
< ^ x =  < y :  az két kisebb háromszögek’ egyenlőségé
ből tűnik k i; t. i. AEBC =  ABDF, mert EB =  BF, 
CB =  BEL, <^CBE =  <^DBF; tehát az x szöglet is 
egyenlő az y-nal. így tehát AACB =  ABDG, — ’s 
innen BG =  AB.

4) Asztallal. Letévén az asztalt a* B-nél épen a’ 1 
B pont felelt (mellyet a’ földön az asztal alatt lenni kép
zeljünk), megszúrom tűvel a’ b pontban, ’s az irányzó 
mellett vonalat húzok az A felé , a ’ meddig az asztalon 
lehet. Ekkor felveszek egy harmadik — C — pontot,
’s az felé is húzok az asztalon vonalat; ’s megméretvén 
lánczczal a’ BC távolságot, felveszem czirkalommal a’ 
kis i értekemről, ’s leteszem a’ 6c-ben. Ekkor általvi- 
szem az asztalt a’ C -hez, úgy hogy a’ c pont essék a’
C felibe (mellyet ismét a’ földön, az asztal-, ’s épen a’ 
c pont alatt lenni képzeljünk); és az asztalt olly hely
zetbe hozom, hogy a’ be vonal, visszafelé nézve, az előbbi 
irányában legyen. Itt arányzó mellett húzok a’ c ponttól 
az A felé tartó vonalat; ezen vonal az előbbi álláspont
ból az A felé húzott vonalat metszi az a-nál; ’s azt ál
lítom, hogy ba kismértékben épen annyi, mint BA 
nagymértékben.

Ugyanis: Aeba <z> ACBA. mert < c  =  <*C(mely- 
lyet a’ földön lenni képzelünk); — < b  =  <B  (melly 
felett állott a’ <^b az első álláspontban), — 3-dik — 
3-dik. Ésígy áii illven arány: bc:BC =  ab : AB, azaz 
valamint be kismértékben =  BC nagyban : úgy ab kis
mértékben =  AB nagyban.



86. §.

Két pontoknak A és B egymástóli távolságát egy 
ollyan harmadik pontból C megmérni9 mellyből egyikhez 
sem lehet járulni.

u. 93. i )  Karókkal fid. 92). Vegyünk fel a’ C ponttól két
felöl egyenlő távolságra eső pontokat D és E, ’s azoknál 
karókat ültessünk, — lesz CE =  CD. Már az E-töl az A 
felé nézvén egyenes vonalban, üssünk le karót akárhová, 
p. az F-nél; ekkor az FC vonalat megmérvén, vigyük 
által a’ CG- r̂e. Most már keressünk egy ollyan pontot — 
a’ H-nál, mellyből egy részről a’ G a’D-vel, más részről 
a’ C az A-val egyenes vonalban láttassák. — Hason
lóul nézvén a’ D-böl a’ B-hez egyenesen, karót ütünk 
az I-nél, és az IC vonalat általvisszük a' CK-ra; — ’s 
ekkor keresünk egy ollyan pontot az L -nél, mellyből 
egy részről a’ K az E-vel, — más részről a’ C a’ B-vel 
egyenes vonalban láttassék. És most az L karó a’ H-tói 
épen annyira van, mint az A a’ Btöl, — vagy LII =  AB.

Ugyanis: a LCII =  ACB, mert LC=CB, mi kitű
nik abból, mivel AECL =  ABCD fi. 85. §. 3 ); — to
vábbá CII =  CA, mivel A H CI)=A A EC  (1.85. §. 3 ) ; 
— végre a’ közben eső szögletek egyenlők, mint csúcs- 
szögletek. Tehát ezen A -gck egyenlők lévén: LII=AB.

«!•»*• 2 ) Asztallal. Leteszem az asztalt a1 C pont felett, ’s
a’ c-t a’ C’ függőleges irányában tűvel megjegyzem *, — 
ezen tű mellett irányzóval húzok vonalakat a’ B, az A, 
és egy felvett másik álláspont D felé, — ’s a’ CD vo
nalat megméretvén Iánczczal, kismértékben leteszem 
=  cd. Ekkor ezen vonalakkal általviszem az asztalt a’ 
D álláspontra, úgy hogy d a’ D felibe essék, és a' de 
vonal előbbi irányában legyen. Itt a’ rf-töl húzok vona-



lakat mind az A, mind a’ B feló 5 és a’ hol ezen most 
húzott vonalak az előbbi C álláspontból ugyancsak az 
A és B felé húzott vonalakat metszik, az r és s ponto
kat összekötöm; és ezen rs vonal kismértékben annyi, 
mint AB nagyban.

Ugyanis: AABD m  A rsd, mert az rs az ABD há
romszög’ oldalait arányosan metszi. — T. i. mind a’ ds 
annyi kismértékben, mint a’ DB nagyban, — mind a’ dr 
annyi mint DA.

1) Adcs cg ADCB, mert < d = < D ,  < c = < C  
(egyik az asztalon, másik a’ földön), — 3-ik =  3-ikkal.
Ésígy: de : DC =  d s : DB, — azaz valamint dc =  DC: 
úgy ds =  DB, egyik kismértékben, másik nagyban.

2) A rdc m  AADC, mert <.d =  < D , < rcd =  
< A C D ,3-ik= 3-ik . Ésígy: dc :D C = dr:D A . — Innen

3) ds: DB =  d r: DA;
Ésígy A drs m  ADAB , és d r : DA =  r s : AB.

87. §.

Tér-rajznak (ichnographia) neveztetik az ollyan u. 94. 

rajzolat, melly valamelly térnek, p. darab földnek, erdő- *5' 
nek ’sat. képét kis formában mutatja. A’ térrajznak 
mulhatlan tulajdona az, hogy ennek minden oldalai, az 
eredeti térnek minden megfelelő oldalaihoz hasonlók, 
vagyis kismértékben épen akkorák legyenek, mint ama
zok nagyban: így az egész térrajz hasonló lesz a’maga 
eredetijéhez. — A’ térrajz' készítésében épen azon mun
kálatok fordulnak több ízben elő, mellyek akkor, midőn 
valamelly egyes vonalat állítunk kismértékben elő. P. 0.:

1) Ha a' tér ABCDEF (id. 94) ollyan, hogy min
den irányban lehet rajta keresztül Iánczot húzni, *s va
lamelly belől eső pontjából minden szögletébe el lehet

11. Rész. Tértan. 6



látni akadály nélkül: letévén az asztalt valahol a’ téren 
belöl, ’s póznákat állítván az A, B, 0  ’sat. szögletekbe: 
az asztalon inegjegyzett 0  ponttól minden szögletekbe 
vonalak — OA, OB, OC ’sat. huzatnak, — azonban az 
OA, OB ’sat. távolságok lánczczal megméretvén, az asz
talra kismértékben — Oa, Ob, Oc ’sat. letétetnek, — 
ezen kis vonalak összeköttetnek: ’s készen van az 
abcdef tér-rajz, melly az ABCDEF térhez hasonló. 

i<» 95 2) Ila pedig a’ téren keresztül lánczot nem húzhatni,
— ’s belsejéből minden szögleteibe nem láthatni: akkor 
(id. 95) az asztalt egy szögletébe, p. az «-ba letévén, 
néz az ember a’ két közelebbi szögletekben felállított 
póznák felé; az ab és ae megmért távolságokat kismér
tékben , az asztalon azok’ irányában húzott vonalakra 
leleszi, ab', ae'. Ekkor viszi az asztalt a’ b szögletbe 
úgy, hogy a’ b' pont a’ b felibe essék, ’s visszafelé a’ 
ba‘ vonal a’ ba felé irányoztassék. Ekkor megmérvén a’ 
be távolságot: azt is kismértékben az asztalra leteszi == 
be'. — Ismét viszi az asztalt a’ c szögletbe az előbbi 
módon, ’s a’ cd vonalat megméretvén, az asztalon azon 
irányra húzott vonalra leteszi, =  cd'. A’ d' pontot az 
e"'-vel összeköti, ’s készen van az a ''b 'cd'e'" tér-rajz, 
tt elly a’ maga’ eredetijéhez hasonló.

88. § .

Magasságot mérni.
Valamelly tárgy’ magassága — mint tudjuk — azon 

vonal, melly annak tető-pontjáról az aljára függőlege
sen húzatik, vagy húzatni gondoltatik. Ez vagy termé
szettant vagy tértani. Az elsőn értjük a’ tárgy’ (p. hegy’) 
tetejének a’ tenger’ szine feletti felemelkedését, — ’s 
ezt légsulymerövel (barometrum) szokták mérni — Az



utóbbin értjük a’ tárgy’ (p. torony’)  tetejének az aljátóli 
távolságát, — mellyet tértani szabályok szerint mér
hetni.

89. §.

Hozzájárulható magasságot megmérni.
1) Karókkal. A’ CD és EF különböző magasságú ij. <>« 

karókat leütjük függönyösen, úgy hogy a’ keltő’ tetejét 
a’ BA torony’ tetejével egy vonalban lássuk 5 — a’ BF 
=  HE vonalat megmérjük. — Itt van AECG í/d AEAH, 
mivel < E  közös, < G  =  <11 — egyenes-szögek. 
Ezekben illyen arány áll: EG : EH =  CG: A H;

innen: AII =
EH X CG 

EG
melíy egyenlet’ utóbbi részének minden tagjai ismertek 
tevén (t. i. EII =  a’ távolabbi karónak toronytóli távol
sága, — CG =  a’ két karó’ magassága közötti különb
ség ; — EG =  a’ két karó’ egymástóli távolsága): az 
AII kiszámíttathatik; mellyhez még hozzá kell adni IIB 
=  EF-et, azaz a’ kisebbik karó’ magasságát.

2) Asztallal. Letévén az asztalt függőleges állás- w. ^  
bán a’ C pontnál, ezen C pontnak épen függönyösen 
felette megszűrjük az 0 pontot; ettől az irányzó mellett 
vizirányosan nézünk a’ H felé, — és a’ CB =  oII tá
volságot megméretjük lánczczal, — ’s annyit kismér
tékben leteszünk =  or, — ezen r pontra függönyt ál
lítunk; — ugyanezen o-ból húzunk vonalat a’ torony' 
teteje felé is =  oA, és a’ mint ezen vonal a’ függönyt 
metszi, az rx  vonal kismértékben annyi, mint HA nagy
ban. Mert A orx  w  A olIA , mivel < 0  közös, <^r =
< H . Ésígy: or:oII =  rx : 1IA. — így a’ IIA-t meg-

6 *



találván, hozzáadjuk HB =  oC-t, azaz o pontnak föld- 
feletti magasságát
Jegyzék. 1) Ha a’ toronytól az asztalig: lánczot nem lehetne húzni: 

a’ fentebb előadott módokon meg kell mérni azon távolságot.
2) Árnyékból is lehet hozzájárulható magasságot mérni. A’ 

mint van valamelly karó’ árnyéka, annak magasságához: úgy 
van a’ torony1 árnyéka, ugyanazon időben, annak magas
ságához.

90. §.

ya. Hozzá nem járulható magasságot megmérni.
Felvévén két pontot, C-t és D-t, ezeknek távolsá

gukat =  CD megmérem, --  ’s leteszem az asztalt 
előbb a’ C-nél úgy, hogy az o épen a’ C felibe bssék;
— húzok rá vízirányos vonalat a’ D és B felé, — erre 
a’ CD távolságot kismértékben leteszem =  or. Húzok 
vonalat az A felé is =  oA. Ekkor állalviszem az asztalt 
a’ D-liez, úgy hogy az r pont épen a’ D felibe essék;
— ’s húzok az r-ből is vonalat az A felé, — ’s a’ hol 
ez az előbbi álláspontból az A felé húzott vonalat metszi, 
az x-nél, leeresztek függönyt =  xs, és ez kismérték
ben annyi, mint AB nagyban, — mellyhez még az o 
pont’ földfeletti magassága =  BF adatik.

Ugyanis :
1) A xro ' in A  Aro, — mert < r  közös; < o ' =  

< o ,  általhozott; ésígy áll illy arány: ro ':ro  =  rx: 
rA, azaz: valamint ro' kismértékben annyi, mint ro =  
DC nagyban : úgy rx  kismértékben =  rA nagyban.

2) A rxs m  A rAB, mert <^r közös, < s  == < B , 
egyenesszögek: ésígy áll illy arány: rx :rA = = x s : 
AB; azaz valamint rx =  rA: úgy xs =  AB, egyik 
kismértékben, másik nagyban.



MÁSODIK SZAKASZ.
'JTcrülettan.

ELSŐ CZIKKELY.
Az egyenes vonalakkal zárt sík-idomok’ udvarának 

méréséről.

91. §.

Az előbbi szakaszban megíanulánk a’ területek’ kü
lönféle neveit, inellyeket különböző idomaiktól nyerlek 5 
valamint azoknak főbb tulajdonait is, oldalaik’ ’s szögle
teik’ szempontjából, — mind magukban tekintve, mind 
egymáshoz viszonyítva: ezen második szakaszban, az 
előbbi tanulmányainkra támaszkodva, megtanulandjuk 
elsőben is, miként kell a’ különféle idom alatti síkterü
letek’ udvarait megmérni.

92. §.

Udvart mérni annyi, mint azt számokkal kifejezni. 
— Hogy számokkal kifejezhessük: szükség azt valami 
saját-fajta egységhez viszonyítni; vagyis meghatározni, 
hányszor tart az magában, vagy hányszor férne el azon 
valamelly egység gyanánt, viszonyítás’ alapjául, tet
szés szerint felvett udvar. . *

Illy mértékül szolgálandó udvar-egység gyanánt 
fel szoktak venni ollyan négyszöget , mellynek minden



oldala egyenlő valamelly vonal-mértéki egységgel. Pél
dául vonal-mérléki egységek : az öl, a’ láb, a’ hüvelyk 
’sat.; udvar-mértéki egységek: a’ négyszögöl, négyszög
láb, négyszöghüvelyk 'sál., mellyeknek minden külön 
oldala egyegy öl, láb, hüvelyk ’sat. Innen az udvarok" 
mérését nevezik udvar -négy szögitésnek.
Jegyzék. A’ következőkben, rövidség’ okáért, bárminő négyoldalú 

területet, az áltolellenes szögletekre — vagyis bármellyik szög
szelő’ két végire eső két betűkkel fogjuk kimutatni.

93. §.

Két páriagok’ (rectangulum) udvarai, ha talpaik 
egyenlők, olly viszonyban vannak egymáshoz, mint ma- 

**<> gosságaik. (id. 99.) *
Legyen azon két parlag BC és be, mellyeknek tal

paik egyenlők, BD =  bd. Ila a’ be kisebbik parlagot rá
tesszük a’ nagyobbikra, úgy hogy talpa bd annak tal
pára BD-re essék; mivel ezek egymást fedik: látnivaló, 
hogy udvaraik is fedik egymást ollyan magasságig, a’ 
mekkora a’ kisebbik párlagé; a'c'-ig. Tegyük fel, hogy 
a’ kisebbiknek magassága ab felényi legyen, mint a’ na
gyobbiké AB: akkor a’ kisebbik párlag’ udvara a’ na
gyobbik párlag’ udvarának felét fedi el; — ha ab == 
$AB: akkor be párlag, BC parlagnak J részét fedné cl. 
— Nyilván van tehát, hogy a’ párlagok’ udvarai, ha tal
paik egyenlők, olly viszonyban vannak egymáshoz, mint 
magosságaik:

udvar BC: udvar be =  AB : ab.
Köcetk. Mivel vehetjük az AB-t és ab-1 talp gya

nánt, a' BD-t és bd-1 pedig magosság gyanánt: innen 
a tnclly páriagoknak magossdgaik egyenlők, azoknak 
udvaraik olly viszonyban vannak egymáshoz, mint talpaik.



94. §.
Két bárminő páriagoknak udvarai olly viszonyban j,i 

vannak , egymáshoz, mint talpaiknak magosságaikkali 
sokszor ozmányai.

Az AD parlagnak (id. 100) legyen talpa AB, az 
atf-nek ab. Legyen Ab' =  ab, — és b'd‘ az AC-vel 
egyközü: a’ 93. §. szerint lesz:

udvar A d': udvar ad =  A C : ac . . . . (1) 
Továbbá az AD és Ad' páriagokban, mivel magossá- 
gu k egyenlő, áll illy arány:

udvar AD : udvar Ad' =  AB: Ab'
— -  -  -  =  AB: a b ___ (2)

Már az (1) és (2) viszonyokat sokszorozván egymás
sal, lesz:

A d'xAD  : adxA d' =  ACxAB : acXab; 
az első viszony’ mindkét tagjaiból ugyanazon sokszoro- 
zót Ad'-t kihagyván:

advar AD : udvar ad =  AC X AB: ac X ab.

95. §.

Bármelly pár Ingnak udvara — talpának magassá-  H 
gávali sokszorozmánya. (id. 101.)

Tegyük fel, hogy a’ kis ac négylegnck (id. 101) 
egyegy oldala, ab, vagy ad, legyen hosszmérléki egy
ség, p. ö l, láb ’sa t.: úgy ezen ac négyleg1 udvara lesz 
udvar-mértéki ugyanazon nevű egység, p. négyszög öl, 
négyszög láb, ’sat. Viszonyítsuk már az AC páriagot, 
ezen egység gyanánt felvett ac, négyleghez : a’ 94. §. 
szerint lesz illy arány :

udvar AC : udvar ac =  A B xB C :abxbc;
AC

innen: ac
AB BC
ab *  be ’



és mivel ac =  udvarmértéki egység, — ab és be pedig 
mindenik hosszmértéki egység: innen 

AC AB BC
—  = = _ X t 9 
1 1 1

vagy: udvar AC =  AB x  BC.
Melly utóbbi egyenlet azt jelenti, hogy ha az AB és BC 
vonalakra, ab vagy be hosszmértéki egység rátétetik an
nyiszor, a’ hányszor egyikben és másikban megtalálta- 
tik: két szám fog elöállani, mellyeknek sokszoroz- 
mány a mutatja, hogy az ac négy lég, mint udvar • ér- 
téki egység, hányszor találtatik az AC párlagban.

E’ szerint semmi sincs könnyebb, mint a’ párlag’ ud
varának négyszögitése. P. o. ha ölet veszünk hosszmér
téki egység gyanánt =  ab, — és ez az AB talpra 3-szor 
fér le, a’ BC magasságra pedig 4-szer (id. 101): lesz 
az AC párlag’ udvara — 3 x 4  =  12 négyszeg-öl 
=  12 0 ° . — Ugyanez szemmel látható az idomon, ha 
mind a’ talpnak, mind a’ magosságnak, a’ hosszmértéki 
egységeket mutató osztály-pontjainál egyközü vonalak 
húzatnak.

Követk. Mivel a’ négyleg =  ollyan párlag, mellynek 
minden oldalai egyenlőit: látnivaló, hogy annak udvara 
=  akármellyik oldalának négylege; vagy a’ négyleg’ 
udvarában annyi udvarmértéki-, vagyis négyszög egy
ségek találtatnak, a’ mennyit mutat egyegy oldalában
levő ugyanazon nevű hosszmértéki egységeknek négy-

— 2
leg-hatványa. P. o. egy (Hőiben van 6 = 3 6  Dláb, ha
6 láb tesz egy hosszmértéki ölet, — v. 0 0 1 = 1 0 0  Dláb,

— 2
ha 10 láb tesz egy ölet. — Egy Oláhban van 12 =  
144 Ohüvelyk, ha 12 hüvelyk tesz egy lábat, — vagy 
egy Dláb =  100 Ohüvelyk, ha 10 hüvelyket számi-



tünk egy lábra. — Innen látnivaló, hogy a’ melly vi
szonyban vannak a’ kisebb fajta hosszmértéki egységek 
a’ nagyobbakhoz : azon viszonynak négyleg hatványá
ban lesznek az ugyanazon nevű udvarmértéki kisebb 
egységek, az ugyanazon nevű nagyobbakhoz. P.o. 
hosszmért. ö l : láb == 6 : 1  
udv. mér. D ő l: □ lá b = 3 6 : 1

96.§ .

Bármi-fajta cgyközénynek , p. az ABCD ferde- w.ioj. 
párlagnak udeara=talpának magosságárali sokszoroz- 
mánya (id. 102.J

Ugyanis húzván függönyöket, DE-t az AB-re — és 
az AB folytatására a' C F-et: képeztetik két háromszög 
ADEésBCF, mellyek egyenlők, mivel < ^ F = < E — 
egyenesek, < x = < Ny , — külső belsők, — 3-dik =  
3-dik, — és CF =  DE, CB =  DA, — egyközüek közt 
egyközüek. Már ha az ABCD ferde párlagból AADE 
elvétetik, de ugyanannyi, t. i. ABCF hozzáadatik: lesz 
belőle DEFC párlag, — és DEFC =  ABCD. Űgyde 
DEFC-nek udvára95 §. szerin t=E F xDE =  DCxDE 
=  AB X DE; ésígy az ABCD ferde-párlag’ udvara is 
épen ez, t. i.

udo. ABCD =- AB X DE.
Köret. 1) Bármelly egyközényt át lehet változtani; 

egyenlő talpú és magosságú párlaggá.
Köret. 2) Az egyenlő talpú és magosságú egykö- 

zények’ udvarai egyenlők. — Ésígy ha udvaruk1 egyen
lőségéről meg akarunk győződni: csak azt kell meg
mutatni, hogy talpaik egymással, és magosságaik egy
mással egyenlők.



97. .§.

, Bármellij háromszög* udvara =  /«//>’ és magas
ság’ sokszorozmánydnak fele. (id. 103.)

Ha a’ B és D csúcsoknál húzunk az AD-vel és 
AB-vel egyközü vonalakat, származik az AC egyközóny, 
inellynek udvara két akkora, mint az ABD háromszögé, 
mivel A  ABC — ADBC. Úgyde az AC egy közöny’ ud
vara =  AB x  DE 5 — ésígy az ABD háromszög’ udvara 

AB x  DE
= ----- ------=  ,/ 2 AB x  DE =  V2 DE X AB. Honnan

látnivaló, hogy a’ háromszög7 udvara kijö, ha vagy 1)  
egész talp egész magossággal sokszoroztatik, ’s a” 
sokszorozmánynak fele vétetik; vagy 2) féltalp egész 
magassággal, — vagy 3) félmagosság egész talppal 
sokszoroztatik.

Köveik. 1) Ila egy A -nek  és egy egyközénynek 
talpaik és magosságaik egyenlők: úgy a’ A ’ udvara 
épen fele az egyközény’ udvarának, ’s ez amannak 
kettözete.

Köveik. 2) Két egyenlő talpú és magosságú három
szögek’ udvarai egyenlők.

Köveik. 3 )  Ha a’ A ’ tetejéből az egyenlő részékro 
osztott talp’ osztály-pontjaira vonalak házainak: annyi 
egyenlő háromszögek származnak, a’ hány egyenlő 
részre osztatott a’ talp. — Ugyanez áll az egyközé- 
nyekről is , ha mind felső, mind alsó talpaik egyenlő 
részekre osztatván, az osztálypontokra egyközü vo
nalak húzatnak.

Követk. 4) Ha két háromszögben a’ talpak egyen
lők : azoknak udvaraik ólig viszon f.au vannak egy
máshoz, mint magasságaik; — ha pedig magasságaik



egyenlők, úgy udvaraik a’ talpak’ viszonyában vannak 
egymáshoz.

Jegyzék. A' vonaltanban egyenlő háromszögeknek nevezőnk azokat, 
mellyek egymásra tétetvén, mind a’ hat megfelelő részeikkel 
egymást elfedik; és ezen egyenlőséget háuyféle módon lehet 
megmutatni, ott előadánk. Az illy módon egyenlő háromszögek, 
udvaraikra nézve is egyenlők.—  Azonban lehetnek a’ A -g e k  
udvaraikra nézve egyenlők úgy is, ha vonaltanilag nem egyen
lők,— mert az udvaruk’ egyenlőségére csak talpaik’ és magossá- 
gaik’ egyenlősége kívántatik.

98. §.

Az oldalmásnak ( trapezium)  AC u d v a ra ik é t egy- m.i*» 
közű oldalaik’ AB, CD félösszegének, a' DE magosság- 
gali sokszorozmánya. (id. 104.)

Húzván a’ BD szögszelöt, az oldalmás feloszlik kct 
A -re, t. i. ADB, és BCD-re, mellyeknek talpaik illetőleg 
az oldalmás’ talpai, magosságuk pedig ugyanaz, a’ mi 
az oldalmásó =  DE. — Már

udv. ABD =  y T AB X DE, 
ndv. BDC =  l/2 DC X DE; 

innen ndv. ABCD =  l/2 (AB H- DC) X DE.
Azonban fentebb tanultuk, hogy az oldalmás’ köze

pén a’ két talpaktól egyenlő távolságra, azokkal cgy- 
közüleg húzott vonal III == l/2 (AB-+- DC). Innen : az 
oldalmás’ udvara =  a két talptól egyenlő távolságra 
húzott egyközű vonalnak, «’ magossággali sokszoroz
ni ány a.

99. §.

Bárminő rendes sokszög’ ndrara ==- a’ kerítés' cs id iw 
apothema’ sokszorozmányának fele. (105.)



Ugyanis:
udvar A  -AOB =  i/ 2 AB X OF 

„ A  BOC =  y 2 BC X OF 
„  A  COD =  i/2 CD x  OF 
„  A  DOE =  y 2 DE X OF 
„  A  EÖA =  */, EA X OF.

Ezeknek összegét vévén, lesz a’ rendes sokszög: 
udvar ABCDE =  l/ 2 (AB-t-BC-+-CD-f-DE-+-EA) 

X OF.
vagy: rendes sokszög’ udvara =  kerítés X apoth. 
vagy ha a’ kerítést jelenti P, apolhemat R : 

rendes sokszög udv. —  x/2 PR.
Követk. Mivel akárminö sokszöget fel lehet szak- 

gatni háromszögekre: akárminö sokszög’ udvara kijö, 
ha a’ benne képezhető háromszögek’ udvarai össze
adatnak.

100. §.

Az udvar, mint látónk, mindenkor sokszorozmány 
az illető sokszorozókból, mellyeket előadónk. — Tud
juk, hogy ha a’ sokszorozmány eloszlalik egyik sok- 
szorozójával, kijö a’ másik sokszorozója. — Innen ba 
kiadatik az udvar, és annak egyik sokszorozója: ki
kereshetjük annak másik sokszorozóját. P. o. az egy- 
közényre nézve, ha kiadatik az udvar és a’ talp: el
osztván az udvart a’ talppal, kijö a’ magosság; ha 
pedig kiadatik az udvar és a’ magosság, — elosztván 
oz udvart n‘ magossággal, kijö a' talp. A’ háromszögre 
nézve: ha kiadatik az udvar és a’ talp, — elosztván 
az udvart a' talppal, kijö félmagossag, — vagy el
osztván az udvart féltalppal, kijö az egész magosság. 
Ha pedig kiadatik az udvar, és a’ magosság: amaz



elosztatván ezzel, kijö féltalp , vagy amaz eloszlatván 
ennek felével, kijö az egész talp. — A’ rendes sok
szögre nézve: ha kiadatik az udvar és az apothema • 
amazt elosztván ezzel, kijö fél-kerités, — vagy amazt 
elosztván ennek felével, kijö az egész kerítés, — 
mellyel az oldalok’ számával n-el elosztván, kijö egy 
oldal. — Ha kiadatik az udvar és egy oldal, — az 
oldalt sokszorozván w-nel, ezen sokszorozmánynak 
felével elosztjuk az udvart, ’s kijö az apothema. A’ 
négyleg’ udvarának ha négyleg-gyökere vétetik, kijö 
egy-egy oldala:

Innen láthatni azt is, miként lehet ugyanazon udvart 
egy idomból másba változtatni. P. o.

1) Akármelly udvart négyleggé lehet változtatni, 
ha belőle négyleg-gyökér fejtetik, — t. i. ez lesz a’ 
négyleg’ oldala.

2) Háromszöget és páriagot négyleggé lehet vál
toztatni, középszerest keresvén, a’ háromszögnél ugyan 
a’ talp és félmagasság, — a’ parlagnál pedig a’ talp és 
egész magasság között, — ’s ezen középszerest vévén 
a’ négyleg’ oldalául.

3) Az egyközényt háromszöggé lehet változtatni, 
ha megmaradván a' talp, a’ magasságot tesszük két— 
akkorává, — vagy megmaradván a’ magosság, a' talpat 
tesszük kétakkorává.

4) A’ háromszöget egyközénynyé lehet változtatni, 
ha vagy megmaradván a’ talp, felényivé lesz a’ ma
gasság, — vagy megmaradván a’ magasság, felényivé 
lesz a’ talp.



MÁSODIK c z ik k e l y .
Az egyenes vonalakkal zárt síkidomok7 udvarainak 

arányosságáról.

101. §.

w ioa. A* hasonló háromszögek’ udvarai olhj viszonyban 
vannak egymáshoz, mint az ő megfelelő oldalaiknak és 
magosságaiknak négylegei.

Legyenek ABC és abc (id. 106.) hasonló három
szögek; — ha azok: úgy A  ACD és Aacd is hasonlók. 
Tehál illy arányok állanak:

AB .* ab =  AC : ac,
CD : cd =  A C : ac.

Sokszorozván egymással ezen két arányt, lesz:

AB X CD: ab X cd =  AC": ac" 
és az első viszonyt 2-vel elosztván:

y ,  AB X CD: 1/j a b x cd  =  AC2: ac". 
Azonban a’ legelső arányban e’ helyett: AC: ac, te
hettük volna ezt: BC: be; ’s akkor így jött volna:

VnABxCD: ,/ 2abxcd  =  BC": be".
■— 2 —  2 ‘j  “ ■ 2

vagy: udv. ABC : udv. abc =  BC": bc“= A C “ : ac . 
És mivel minden oldalok’ viszonya egyenlő: AC: ac =  
CB : eb =  AB: ab =  CD: cd :
innen : udv. ABC: udv. abc =  AB": ab'

59 55

55 55

55

CD": cd 

ÁCT: ac 
BC2: be*55



102. §.

A’ hasonló sokszögek’ udvarai olly viszonyban van
nak egymáshoz, mint megfelelő oldalaik’ négylegei.

Az ABCDE és abcde (id. 107.) hasonló sokszöge
ket fel lehet osztani egyenlő számú háromszögekre, 
mellyek megfelelöleg — mint fentebb tanultuk — egy
máshoz hasonlók. — Már a’ 101. §. szerint:

•—■ 2 — 2
udv. ABC: udo. abc =  AB“: ab *

„  ACD: „ acd =  AC':  ac"

„ ADE: „ ade =  AE": ae".
Úgydé — mint fentebb tanultuk — a’ hasonló sokszök- 
ben mindeií oldalok arányosok:

AB: ab =  ^ C :  ac =  A E : ae =  CD: cd ’sat.
’s innen:

AB“: ab" =  AC : ac" =  AE ae =  CD": cd" ’sat.
Azonban tudjuk, hogy az egyenlő viszonyok- és ará
nyoknál, az előtagok’ összege úgy van az utótagok1 
összegéhez, mint akárraelly előtag a1 maga utótagjához. 
ÉsígyMcfo. ABC-t-ACD-f-ADE : udv. abc-Hacd-+-ade =

=  ÁB": ab“==AE': a e"= B C ': b e" ’sat.
vagy: udv. ABCDE: udv. abcde =  A B a b 2 ’sat.

Köveik. A’ rendes hasonló sokszögek’ udvarai min
den megfelelő oldalaik’ négylegeivel arányosok lévén : 
látnivaló, hogy az ö sugáraik’ és apothemáik’ négylegeivel 
is arányosok.

103. §._

A ’ tnelly háromszögekben A B C , abc, egy szöglet 
egy szöglettel egyenlő ,<^A—  < a :  azoknak udvaraik 
olly viszonyban vannak egymáshoz, mint az egyenlő



szögleteket záró oldaik által képezhető páriagok. 
(id. 106.)

Ugyanis- lebocsátván a’ CD és cd függönyöket: az 
ACD és acd háromszögek hasonlók, mivel

< A = < va, < .D = < d .  Ésígy
CD: cd =  AC : a c ................... (1).

Ügyde az ABC és abc háromszögeket úgy lehet nézni, 
mint az ugyanazon talpú és magosságú cgyküzénynek 
felét, ésígy ollyan viszonyban vannak egymáshoz, mint 
azon egyküzények.

ABC: abc =  ABxCD: abxcd . . . .(2 ) . 
Az Cl) és (2) arányokat sokszorozván egymással, lesz: 
ABC X CD: abc x cd =  AB x CD x  AC : ab x  cd x ac. 
Mindenik viszony’ előtagjaiból kihagyván a’ CD-1, és 
utótagjaiból a’ cr/-t, mint ugyanazon sokszorozókat: lesz: 

ABC: abc =  A B xA C : abxac.

104. §.

Az ACB egyenes-szögű, háromszög AB feszes ol
dalárai képezhető HB négyleg annyi, mint az AC és BC 
két mellékoldalolikal képezhető két négylegek AD és BF  
együtt-céce.

Ugyanis : a’ C egyenes-szögletből (id. 108.) a’ 
feszesoldalra lebocsátván CK függönyt, ’s folytatván 
ezt mindaddig, míg a’ Hl-1 el nem éri: a’ HB négyleg 
feloszlik két parlagra, IIK, LB. Továbbá húzzuk az 
EB, és C1I vonalakat. — Az EAB és CAH szögletek 
egyenlők, mint mindenik áll egy egyenes szögletből, 
és ugyanazon pótlékból t. i. <  BAC-ból. Azonban AC 
=  AE, és AB =  AH, mint ugyanazon négylegek’ ol
dalai. Innen tehát A EAB =  A CAH. — Űgyde mivel 
AEAB-nek, és az AD négylegnek ugyanazon talpa



AE, és ugyanazon magossága AC van: tehát A  EAB 
=  az AD négylegnek fele. Épen illyen megmutatással 
ACAH==fele a’ HK párlagnak. Ha a1 felek egyen
lők: az egészek is egyenlők; ésígy az AD négyleg a1 
HK  párlaggal egyenlő. — Ilasonlólag lehet megmutatni, 
hogy a’ BF négyleg annyi, mint az LB párlag. Innen 

egész négyleg E B —  négyleg AD -4- négyleg BF.

Jegyz. Ez ama nevezetes pyfhagorási állítmány, melly a’ mér- 
tanbani felette nagy használatáért magister rnatheseos-nak 
neveztetik.

105. §.
A’ HB négylegnek, KH és LB páriagoknak udvaraik, id. ios 

— mivel magosságuk IÍL ugyanaz, — úgy vannak egy
máshoz, mint az ö talpaik.

HK: LB: HB =  AK: KB; AB 
Innen IIK helyeit AD-t, és LB helyett BF-et tévén :

AD : BF : HB =  AK: ílB: AB.
Honnan látnivaló :

1) hogy a’ mellékoldalok’ négylegei olly viszony
ban vannak egymáshoz, mint a’ feszes-oldalnak mel- 
lettök eső metszékei,

négyl. AD : négyl. BF =  AK : KB,
vagy : AC ’ : BŐ \ =  AK : KB.

2) hogy akármellyik mellékoldal’ négylege a’ fe
szes-oldal’ négylegéhez olly viszonyban van, mint a’ 
feszes-oldalnak ezen mellékoldal mellett eső metszéke, 
az egész feszes-oldalhoz;

négyl. BF: négyl. I1B =  KB: AB 
„  AD: „  HB =  AK: AB.

106. §.

Az ABCD négyleg fid. 109.J , melly egy másik w. )<>• 
11. Rész. Tértan. 7



EFGII négylegnek szögsielöjével képestetik, kétakkora 
mint ezen utóbbi.

Ugyanis : pár tag HB — 1)F, 
úgydc parlag I1B =  2 A  i' tí11 j mert talpaik és magos- 

és párlag DF =  2 A  FEH j ságaik egyenlők, 
innen : IIB DF == 2 A  FGH -+- 2 A  FEH, 
vagy : négyleg ABCD =  2 négyleg FGI1E.

Más megmutatás. Tudjuk, hogy a’ körbe Írott négyleg’ 
oldala olly viszonyban van a’ kör’ sugarához, mint: >/2 : 1,

vagy átmérőjéhez,HE: EG =  v T i  2; ezeknek négy
legeiket vévén:

négyl. FGIIE: négyl. ABCD =  2 : 4 =  1 : 2.

107. §.

no. Ha az egyenes-szögű háromszögnek ABC (id. 110.) 
mind a’ 3 oldalára hasonló sokszögek X , Y, Z íratnak: 
a’ feszes-oldal’ sokszöge egyenlő lesz a’ két mellékol
dal* sokszögeivel együtt-vére.

Ugyanis:

AC -+■ BC =  AB j
úgyde: x : y : z =  A C ': BC2: AB" (1. 102. §). 
innen: x n -y : z =  Á C h-  BC ': AB ;
vagy: x n -y : z = A B ~ : AB", 

ésígy : x - f  y =  í.

108. §.

in- Bárminő sokszöget egyenlő udvara háromszöggé vál
toztatni.

Az adott sokszöget egygyel kevesebb oldalúvá lehel 
változtatni illy móddal: Legyen p.o. ABCDE (id. 111.)



ötszög. Kössük össze két szögletét, E és C-t az EC 
, vonallal, — ’s a’ D csúcsból húzzunk ezzel egyközü 

DF-et; a’ BC-t pedig nyújtsuk meg, míg a’DF-fel össze 
nem ér; — végre húzzuk az EF vonalat: ’s itt előáll az 
ABFE négyszög, melly az ABCDE ötszöggel egyenlő 
udvarú.

Ugyanis ADEC — A  FEC, mivel talpuk ugyanaz, 
t. i. EC, magosságuk is egyenlő, mert két egyközüek 
közt feküsznek. Már ha az EABC négyszöghez amaz 
egyenlő két A -gek  közül az EDC-t adom : lesz belőle 
az ABCDE ötszög; — ha pedig az EFC-t adom ugyan
azon EABC négyszöghez: lesz belőle az ABFE négy
szög. Ésígy ötszög ABCDE =  négyszög ABFE.

Továbbá épen illy móddal az ABFE négyszögből 
csinálunk háromszöget. A’ B és E szögletet összeköt
jük EB vonallal, — az A csúcsból húzunk azzal egy- 
közíit AG-t,—’s az FE oldalt megnyujtjuk, mig az AG-vel 
összeér, — kihúzzuk a' GB-t: ekkor elö-áll az FGB 
háromszög, melly =  ABFE négyszög =  ABCDE ötszög.

109. $.
Négyleget csinálni, melly hét adott négyleg' össze

gével, vagy különbségével egyenlő legyen.
Az első esetben a’ két adott négylegböi egyegy ol

dal letetetik végeikkel egymáshoz úgy, hogy egyenes
szögletet képezzenek, *s mellékoldalokká legyenek ; 
az ezeknek másik két végeit összekötő feszes oldal lesz 
a1 kívánt, — összegükkel egyenlő — négyleg' oldala.— 
A1 másik esetben ollyan egyenesszögü háromszög alkot— 
kottatik, mellvnek feszesoldala, és egyik mellék-oldala 
legyenek a’ két adott négylegek’ oldalai; — a’ másik 
mellékoldal lesz a’ kívánt, — különbségükkel egyenlő — 
négyleg’ oldala.



Követk. Folytatván ezen műtétéit, bárhány adott 
négylegek helyett lehet egyet csinálni, melly mindnyá
jok’ összegével, vagy különbségével egyenlő lesz.110. § .

1J.H2. Valamelly adott [sokszöghez hasonló olly sokszöget 
csinálni, mellynek udvara az adottnak udvarához bizonyos 
kívánt viszonyban legyen, p. o 7: 5, vagy 7 : 9 ’sat. 
általában: m: n.

Legyen az adott sokszög’ udvara x (id. 112.); — a’ 
viszony, mellyben ez lesz a’ keresendő sokszög’ udva
rához, m : n, tétessék le vonalakban, AD : BD, — ezek 
tetessenek le egymás’ végibe =  AB; — ezen vonalra 
mint átmérőre az I középpontból irassék félkör-körület; 
az AD és BD vonalak’ összeérés-pontjából a’ D-böl 
függöny DC hűzassék a' körületig; — a’ C ponttól az 
A-ra és B-re húzassanak húrok; — az x sokszögnek 
ab, vagy akármelly óldala, ezen húrok közül egyikre 
a’ C-töl kezdve tetessék le , p. o. =  C a, — ’s az a 
pontból húzassék egyközü vonal az A B -vei: ’s ekkor 
meghatároztatik a' Cb, melly lesz a’ kívánt sokszögnek 
az aő-vel megfelelő óldala. Ekkor csak az a’ kérdés: 
miként kell csinálni a’ Cb-re  az x-hez hasonló sok
szöget ? — Ez pedig — a’ sokszögeket alkotó hasonló 
háromszögek’ megfelelöleg egymás mellé csinálása által 
— miről a’ vonaltanban tanultunk — igen könnyű.

Hogy az előadott megfejtés helyes: így mutatjuk 
meg. Az ABC, és abC hasonló háromszögekben áll 
illy arány:

AC : BC — aC : bC 
és: ÁC2: BC2 =  aCl : bC2.



úgyde a’ 100 §. szerint:
ÁCP: BC2 =  AD: BD =  m: n

ésígy: aC“ : bB' =  m: n.
És mivel a’ hasonló sokszögek’ udvarai úgy vonnak 
egymáshoz, mint bármelly megfelelő oldalaik’ négyle
gei : látnivaló, hogy az aC-ra vagy ab-ra írott x sokszög 
úgy lesz a’ bC-re írandó hasonló sokszöghez =  m : n.

HARMADIK CZIKKELY.
A  kör’ udvaráról.

111. §.
A  kör’ udvara kijő, ha félkörtílet a’ sugárral sok

szoroztad.
Ugyanis a’ kört úgy lehet tekinteni, mint végetlen 

sok-oldalú rendes sokszöget, — mcllynek körületén 
minden pont egy egy óldal; — ésígy a’ benne képzel
hető végetlen sok háromszögek’ óldalai összeesnek egy
mással, — ésígy apothemájok is egyenlő az óldallal, 
vagyis egyenlő a’ sugárral. — Már látánk a’ 99—ik 
§-ban, hogy a’ rendes sokszög udvara kijő, ha fél— 
kerítés =  l/2 P az apothemával =  R sokszoroztatik, 
ésígy azoknak udvara= ,/ 2 PR. — Ésígy a’ kör’udvara 
is úgy jő k i, ha félkerités vagyis félkörület — l/2 P , 
az apothemával, vagyis a’ sugárral =  R sokszoroz
tatik. A  kör' udvara tehát=  l/2 PH vagy ka a’ sugár 
helyett az átmérőt =  D vesszük : udvar =  J/ 4 PD.

Követk. 1) A' kör' udvarának ezen kifejezetét: 
]/2 PR, vagy \ PD, sokszorozókra szakgatván p.o. l/ 2 P 
X R, Va R X P? % P X D, 1 4 D x  P : ha ezen sokszo- 
rozók közül egyiket talppá, másikat magossággá tesz- 
szük: csinálhatunk a' kör helyett vele egyenlő udvarú



egyközényt; — vagy egyiknek kettözetét vévén, há
romszöget;—p. o. egy ollyan háromszög’ udvara, melly- 
nek talpa félkörület, magossága két sugár, — vagy 
talpa egész körűiét, magossága egy sugár, — vagy 
talpa két sugár, magossága félkörület, ?sat., egyenlő a’ 
kör’ udvarával.

Köveik. 2) Látánk a’ vonaltanban, hogy a’ kör’ 
körülete P =  2^R =  ̂ D (a’ n =  3 ,14-t jelentvén). Ha 
most a’ P helyett ezen értekét tesszük: lesz a’ kör’ 
udvara =  l/2 PR =  **R X R =  ?rR2, azaz : a’ kör’ ud
vara kijö, ha sugarának négylege 3,14-val sokszoroz
la k .  — P. o. ha a’ kör’ sugara =  6 ö l: kérdés, hány 
□  öl lesz az udvara? Fel: lesz 62 x  3,14 =  36 X 
3,14 =  113,04 □  öl.

És mivel P =  jtD , — és R =  V, D : tehát ama 
képlet helyett: PR , tehetjük ezt i s : J/2 ?rD X Vi D
=  V ^D 2, — azaz: a’ kör udvara kijö, ha 3,14 az át
mérő’ négylegének negyedrészével sokszoroztatik.

E’ szerint a’ kör’ udvara: A =  l/ 2 PR =  *R2=  l/ 4«D2

a’ kör’ körülete: P =  

a’kör* sugdra: R =

2A
TT
2A =  v

2«R == ?rD 

A P
2*

Jegy*. E' szerint lehetne a' kört négyszögitni. De mivel az átmé
rőnek körúlethczi viszonya (1 :  3,14, v. 7 : 22 ’sat.) nem 
tökéletes; ésígy a ' körületet tökéletesen kicsinálni nem lehet: 
látnivaló, hogy a' kör' négyszögítése csak közelitö, — de nem 
kimerítő. Sót a’ fentebbiekből az is nyilván van, hogy a’ kör* 
tökéletes és kimerítő négyszögitését feltalálni nem lehet, — "s 
hogy ezen törni fejet az embernek háládatlan "s nevetséges 
munka,

112. § .

Két vagy több körök’  udvarai olly viszonyban van-



nak egymáshoz, mint sugaraiknak vagy átmérőiknek 
négylegei.

Ugyanis már fentebb tanultuk, hogy a’ köriilctek 
olly viszonyban vannak, mint a’ sugarak, vagy az át
mérők egymáshoz. Legyen egyik kör’ köriilete P, má
siké P', egyiknek sugara R , másiké R', — egyik’ át
mérője D, másiké D ': lesz :

P: P/ =  R : R' =  D: D '; 
ha ezen arányt sokszorozzuk ezen másik aránnyal:

Vi H : Vi R# =  R : R'
vagy: 1 , 1) : % D ' =  D: D', 

lesz: '/2PR: i/ 2P 'R '= R 2: j p

vagy: V, PD : >/„ P'D' =  D2 : D'2
azaz : egyik körudv.: másik körudv.—  R2: R/‘= D -: D'~* 
P. o. ha egyik kör’ sugára =  3 ö l, másiké =  4 ö l: 
udvaraik úgy lesznek egymáshoz =  9 : 16.

Követ. Valamint a’ feszes-óldal’ négylege annyi 
mint a’ két mellék-óldalok’ négylegei együttvéve: úgy 
a’ feszes—óldallal mint sugárral vagy átmérővel képez
hető kör’ udvara annyi, mint a’ két mellék-óldallal, 
nint sugarakkal, vagy átmérőkkel képezhető két körök’ 
idvarai együtt.

Követk. Innen két kör helyett egyet, mellynek udvara 
keltőjével egyenlő legyen, úgy lehet csinálni, ha a’ 
kttönek átmérőjét, vagy sugarát egyenes-szögre lété
vel , feszes-oldalt húzunk, — ’s ezzel mint átmérővel, 
vary sugárral kört csinálunk, — melly lesz a’ keresett 
kö. — Valamint egy ollyan kört, melly két kiadott 
kőnek különbsége legyen, úgy lehet csinálni: ha írunk 
e£}egyenes-szögú A -g e t, mellynek feszes-óldala =  
az dott nagyobb kör’ átmérője, vagy sugara, — egyik



mellék-óldala pedig az adott kisebb kör1 átmérője vagy 
sugara; — mert ekkor a1 másik mellék—óldallal mint 
átmérővel vagy sugárral írandó kör, különbség lesz 
ama kettő között.

113. §.
A  gerézd' udvara kijő, ha illető körívének fele a’ 

sugárral sokszoroztunk.
Ugyanis: ugyanazon körben a1 gerézd’ nagysága 

függ a1 talpát képező körív1 nagyságától; ésígy a1 mint 
vannak a1 gerézdek1 talpát képező körívek egymáshoz, 
ügy vannak a1 gerézdek’ udvarai is.

Ha OD függönyt emelünk AB átmérőre (id. 113.): 
az AOD gerézd látnivaló , hogy a’ kör1 udvarának ne
gyed része =  J/ 4 x  V2 P a
limén : gerézd AOC: gerézd AOD =  körív AC: AD 
vagy: gerézd AOC: J/ 4 X Va PR =  körív AC: J/ 4 P

körív AC X V4 X lA  PR
innen: gerézd AOC =

’AP
innen: gerézd AOC =  körív AC X V2 R 
vagy : gerézd AOC =  V2 körív AC X R-

Köveik. Az AICEA szelet1 udvara kijö, ha aj 
AECO gerézd1 udvarából az AOC háromszög1 udvar; 

. kivonatik.
114. §.

Hyppocrates' holdacskdit négyszögílni.
1) Ha a1 holdacskának egyik fala valamelly kiseb 

kör1 körületének fele A DB (id. 114.), másik fala peig 
valamelly nagyobb kör1 körületének negyede AB : 
akkor a1 holdacska ADBEA' udvara annyi mint a kisb- 
bik kör’ sugarának négylege =  ^ q2.

Ugyanis: AC =  CF



és: AF =  AC -+- CF ,

é s : ÁF2 =  ÁCT -t- AC2 =  2ÁCT 
innen: az AF-el képezhető kör’ udvara annyi mint az 
AC-vel képezhető két kör’ udvara; — amaz elsőbbnek 
tehát, fele emez utóbbiból egygyel, ’s amannak negyede, 
ennek felével egyenlő. Ésígy

]/4 kör FBEAF =  % kör CBDAC.
Ha mindenikből kivonjuk a’ BEACB-t 

lesz : hold. BDAEB =  A  BAF; 
úgyde ABAF’udvara =  X/%KB X CF 

=  AC x  AC
=  ÁC2

ésígy holdacska’ ndv. =  AC2.
2) Ila egyenes-szögű háromszög’ mindhárom ól-id us. 

dalaival, mint átmérőkkel, képzett félkörök’ egymást- 
metszései által állnak elő a’ holdacskák, balról x , jobbról 
z : ezeknek udvaruk együtt annyi, mint az ABC három
szög’ udvara, (id, 115.)

Ugyanis: s -+ -y -+ -v = s-+ -x -+ -v -+ -z , kihagyván 
az egyenlőket, t. i. s- és v -t: 

lesz : y =  x -+- z,

NEGYEDIK CZIKKELY.
Az egyenes vonalaknak és siklapoknak egymdsirdnti 

helyzetéről.

115. $.

Már fentebb emliténk, hogy az ollyan terület, mely- 
lyen bármelly két pontokon keresztül úgy lehet egye
nes vonalat húzni, hogy annak minden pontja a’ terű-



leien fekszik, neveztetik sík-lapnak, vagy sik-nak. 
Most némelly tulajdonokat kell kifejteni , mellyek 
az egyenes vonaloknak és síklapoknak egymásiránti 
helyzetükből erednek. Ezen vizsgálatban a’ síklapokat 
annyira kiterjedteknek gondoljuk mindenfelé, a’ meny
nyire akarjuk. — Ide tartozó főbb tulajdonok e’ kö
vetkezők :

1) Képtelen, hogy ugyanazon egyenes vonalnak AC  
( id. 116.) egy része AB, a’ síklapon PQ feküdjék, más 
része pedig, p. o. nm azon kívül (p. vagy alatta, vagy 
felette). — Mert ha ez történhetnék: úgy vagy az AC 
nem volna egyenes vonal, — vagy a’ PQ nem volna 
síklap.

2) Az AC egyenes vonalnak egész hosszával a’ PQ 
síklapon kell feküdnie, mihelyt két pontja A  és B azon 
fekszik. Mert ha egy része, p. mn a’ síkon kívül (alatta 
vagy felette) feküdnék, akkor vagy az AC nem volna 
egyenes vonal, vagy a’ PQ nem volna sík.

3) A ’ CGB háromszög’ egész területének a' PQ 
síkon kell feküdnie, mihelyt területének egy része, p. 
nrB, vagy GnC, vagy Gnr, azon fekszik. — Mert ha 
p. Gnr a’ PQ síkon fekszik: akkor a’ GB oldalnak a’ PQ 
síkkal két közös pontja van t. i. G és r, ’s következőleg 
az egész GB vonal a’ síkon fekszik. — Továbbá, mivel 
a’ G és n ugyanazon PQ síkon feküsznek; azonban a ’ 
G a’ B-vel is ugyanazon PQ síkon fekszik: tehát az n és 
B is ugyanazon PQ síkon feküsznek: következőleg a’ 
CB vonal is ugyanazon PQ síkon fekszik, mivel két 
pontjai n és B azon feküsznek. — Végre, mint már 
látánk, a’ C és G pontok a’ PQ síkon feküsznek: ésígy 
az egész CG vonal is azon fekszik. — Mivel tehát a’ 
BCG háromszögnek minden oldalai a’ I'Q síkon feküsz-



nek: tehát maga az egész A  is azon fekszik. — Épen 
így mutathatni meg, hogy az egész BGC A  a’ PQ síkon 
fekszik, ha annak más valamelly része p. GnC azon 
fekszik.

116.

Ha tehát a’ BOG háromszögnek egy részén p. nBr i«i. m. 
síklap hűzatik: ezen síklap a’ BCG A -nek  egész lap
jával, — következőleg a’ PQ síklappal is összeesik, 
vagyis azzal egy és ugyanazon síkot képez. A ’ három
szög’ fekvése által tehát a* síklap’ fekvése és iránya 
teljesen meghatároztunk. Ugyde a’ háromszög’ fekvését 
három pontok B, C, G határozzák meg: ésígy ugyan
azok a’ PQ síklap’ fekvését is meghatározzák; más 
szókkal: három pontokon, mellyek nem egyenes vonalban 
feküsz7iek, csak egyetlenegy síklapot lehet húzni. — 
Ellenben egyenes vonalban fekvő három pontokon, 
vagyis egyetlenegy egyenes vonalon számtalan síkok 
házalhatnak. És ezen síkok azon egyenes vonalon egy
mást keresztül metszik,— és ezen vonal neveztetik met
szésvonalnak. Viszont több síkok egymást csak egyenes 
vonalon metszhetik, vagyis az egymást metsző síkok 
csak egyenes vonalon eső pontokat bírhatnak közösen.
A’ melly síkok pedig nem egyenes vonalon eső 3 v. 
több pontokat bírnak közösen, azok teljesen összeesnek, 
egész kiterjedésökkel.

117. §.

K é t egym ást k e re sz tü l m etsző  von a lak  AC és HGu m. 
ugyanazon síkon fék  ő s z n e k ; —  vagyis k é t Hlyen vo n a 

lakon  csak  egye tlen  egy s ík o t leh et húzni.

Ugyanis vegyünk fel a’ két egymást metsző vona-



lakon egy egy pontot, n é  s r ,  -  kössük össze azokat 
egyenes vonallal nr: a’ Bnr háromszög az egyetlen PQ 
síkon fekszik. Úgyde a’ HG vonalnak két pontjai a’ B 
és r, — és az AC vonalnak két pontjai a’ B és n ; — ’s 
mivel mind a’ HG mind az AC vonalnak kétkét pont
jai ugyanazon PQ síkon feküsznek; látnivaló, hogy 
maguk azon két vonalak is ugyanazon PQ síkon fe
küsznek.

118. <$.

w. H7. Ha valamelly egyenes vonal AB, a’PQ síklapra úgy 
áll, hogy a’ síklapon húzható mindazon vonalakra, 
mellyek amannak álláspontjában egymást keresztül met
szik, függőleges; úgy ezen AB vonal a’ síklapra füg
gőlegesnek neveztetik.

Ha az AB vonal két egyenes vonalra BC és D B , 
mellyek az ő álláspontjában egymást keresztül metszik, 
függőleges: úgy függőleges minden más vonalra is p. 
HG, melly ugyanazon PQ síklapon, ugyanazon B állás
ponton keresztül húzatik, — ésígy az egész PQ síklapra 
is függőleges.

Hogy az AB a’ HG-ra függőleges, így mutatjuk 
meg: Legyen CB =  BE, DB =  BF. Húzzuk az AC, 
AE, AD, AF hajlott vonalakat, — és a1 C és D pontokat 
kössük össze egyenes vonallal, mellyet addig nyújt
sunk , mig a1 BH vonallal összeér, — így az E és F 
pontokat is kössük össze, ’s az EF vonalat nyújtsuk, 
mig a’ BG vonallal a' G-ben összeér j már a’ II és G 
pontokra is húzzunk AH és AG hajlott vonalakat.

Most már : A  BCD =  BEF, mert BC =  BE, BD 
=  BF, és <.CBD = < E B F . Innen: CD =  EF, és 
<NB D C=<B FE.



Továbbá: A B D I Í=  A BFG , meri BD =  BF, 
<JIBD =  < F B G , és <yBDH=<.BFG mint egyen
lőknek 180°-ra egészítői. Innen: HD=GF, ésBII =
BG, és <  BDH =  <  BFG.

Továbbá : A  ADC A  AJEF, mert mind a’ 3 oldalaik 
egyenlők, — AD =  AF, A C = A E , mert az AB füg
gönytől egyenlő távolságra eső hajlottak , és CD =
EF mint látánk. Innen <yADC =  AFE.

Végre: A  AD H =A AFG , mert AD =  AF, HD =
FG és <ADH =  <  AFG mint egyenlőknek 180 fokra 
egészítöi. Innen AH =  AG.

Látnivaló tehát, hogy mivel BII =  BG, mint látánk; 
az Ali és AG pedig az AB vonalnak ugyanazon A 
pontjából, a’ B állásponttól egyenlő távolságra, hűzott 
hajlott vonalak : az AB vonal a’ ÍIG-re kétségkívül 
függőleges.

így lehetne megmutatni, hogy az AB vonal, bármelly 
vonalra is, melly a’ B ponton megy keresztül, ésígy az 
egész PQ siklapra függőleges.

Követk. Hogy valamelly vonalnak a’ síklapra füg
gőleges voltáról meggyőződjünk: elég, ha annak az ö 
álláspontjában egymást metsző két vonalra függőleges 
voltáról bizonyosak vagyunk.

119. §.

Ha az MN siklapon kittül feltett C pontból, a’ sík-  M. iis. 
lapra függöny CO, és különböző hajlott rónaiak CA,CB,
CD huzatnak: 1) a’ CA és CB hajlottak, mellyek az 0  
állásponttól egyenlő távolságra tannak, egyenlők; 2)  
az ollyanok, mint CD, mellyek tátolalib tannak mint 
amazok, hosszabbak; — 3) a’ siklapra függőleges vonal



pedig rövidebb, mint minden hajlottak. — ’S  ezen tételek 
viszontag véve is állanak.

Ugyanis :
1) Ha OA =  0B: a’ COA és COB egyenesszögü 

háromszögek egyenlők, mivel két két oldalaik, ’s az 
azok közt eső szögletek egymással egyenlők. Innen 
CA =  CB.

Viszont: ha CA =  CB : úgy A  COA =  A  COB; 
ésígy OA =  OB.

2) Ila OD >  OA, mivel OA =  OB, és CA =  CB : 
tehát CD >  CB, — mint a’ vonaltanban tanulánk.

3 ) A’ COB, COA, COD háromszögek egyenesszö- 
güek az 0 *nál, — ’s azok lennének minden illy móddal 
képzendők.- Úgyde azon egyenesszögü A-gekben a’ 
hajlott vonalak feszes-oldalok lévén, leghosszabbak, 
— ’s a’ függönynél, melly soha sem feszes-oldal, ama
zok mindig hosszabbak. Ésígy a’ függöny a’ síklapra 
valamelly kívüle felvett pontból húzható minden vona
lak közt legrövidebb. Ésígy ugyanazon pontból a’ sík
lapra csak egy függönyt lehet húzni.

Köveik. 1) Valamelly pontnak a’ siklaptóli távolsá
gát tehát az azon pontról a’ siklapra húzható függöny 
mutatja.

Követk. 2) Mivel a’ CO függönynek minden pontja 
egyenlő távolságra van annak 0 álláspontja körül ír
ható kör’ körületének minden pontjától : innen a' 
siklapra húzható függönynek bármelly pontjából C, olly 
kört lehet a’ siklapra körítni, mellynek középpontját a ’ 
függönynek álláspontja képezi.

Követk. 3) Ha tehát a1 síklapon kívül eső pontnak C, 
attóli távolságát meg akarjuk határozni, vagyis a’ C-től 
a’ síklapra függönyt húzni: felveszünk a’ lapon vala-



meliy pontot J), és a1 C-böl, mint középpontból CD 
sugárral kört körítőnk a* síklapon ; — ezen körnek 
közép-pontját 0  a’ lentebb előadott módon kikeressük,
— ’s ezen 0 pontot a’ C-vel összekötjük, — a’ CO lesz 
a’ kívánt függöny, — ’s a’ C pontnak a’ síklaptóli tá
volsága.

Követk. 4) A’ síklapon kívül felvett pontból, a’ sík
lapra számtalan egyenlő hajlott vonalakat lehet húzni.

Jegyz. Valamelly körre függőleges vonal CO neveztetik a’ kör’ 
tengelyének. —  Ezen tengelynek minden pontja azon tulaj
donnal bír, mellyel a’ kör’ középpontja, —  t. i. a’ kör a' ten
gelynek bármeliy pontjából szintúgy körittethetik, mint saját 
székpontjából.

120. §.

Ha az MN síklapra bocsátott SB hajlott rónainak id. \ it. 
(iá. 119.) S  pontjából, a’ síklapra függöny SD bocsátta
tok̂  — ’s a' D és B pontok BD vonallal összeköttetnek: 
a’ BD-re függőlegesen húzható AC vonal függőleges 
lesz az SB-re is. s

Ugyanis:
Legyen AB =  BCj ha a’ DA és DC vonalakat 

húzzuk a’ síklapon , lesz DA =  DC, mert a’ DB 
függönynek ugyanazon D pontjából, a' B állásponttól 
egyenlő távolságra húzatnak. — Továbbá húzzuk az 
SA és SC vonalakat, ezek is egyenlők lesznek egy
mással , mert az SD függönynek S pontjából, D állás
pontjától egyenlő távolságra (DA =  DC) húzatnak. 
Azonban az SA és SC vonalakat az SB-hez viszonyítva 
is tekinthetjük, mellyel ugyanazon-egy siklapon ÁCS 
feküsznek. így tekintve két hajlott vonalak azok, mely- 
lyek ugyanazon S pontból jönek, 's az SB vonal’ B 
álláspontjától egyenlő távolságra esnek. És mivel SA



=  SC: látnivaló, hogy az SB az A C-re, ’s viszont 
függőleges.

Kötet. Mivel az AC mind a’ DB-re, mind a’ BS-re 
függőleges : tehát az SBD síklapra is , melly azon 
vonalakon hűzatik, függőleges; — következőleg az 
SI)BS' síklapra i s , melly az SD és S'B egyközüeken 
húzatik.

121. §.

Ha az SD vonal (id. 119J az MN síklapra függő
leges: minden ezen SD-vel eggközü vonal, p. o. S'B  
ugyanazon síklapra függőleges.

Ugyanis az SDBS' síklap metszi az MN síklapot a* 
BD vonal’ mentiben; az AC (az előbbi §. szerint) füg
gőleges a’ BD-re és BS-re. — Továbbá az S'BDS 
síklap az AC vonalra függőleges, — ésígy SBA 
egyenes-szög. — Azonban mivel SD a’ BD-re függő
leges ; és S'B az SD-vel egyközü: tehát S'BD is 
egyenes-szög. Innen látnivaló, hogy az S'B függőleges 
mind a’ BD-re, mind az A C -re, mellyek az ő B állás
pontjánál az MN síklapon egymást keresztül metszik; 
— ésígy az S'B az MN síklapra is függőleges.

Köveik. Viszont: két egyenes vonalak, mellyek 
ugyanazon síklapra függőlegesek, egymással egyközűek.

122. § .

Az egyenes vonal egyközü a’ síklappal,— vagy a’ 
síklap az egyenes vonallal, ha akárminő messzeségre 
nyujtalván is, soha össze nem érnek. — Hasonlólag a’ 
síklapok egyköziiek egymással, ha akármeddig nyuj- 
tatván, egymással össze nem érnek.

Ha az MN siklapon kivid eső AB egyenes vonal a ’Id. 120.



sild apón húzott bármellij CD vonallal egyközü: úgy a9 
siklappal is egyközü.

Ugyanis: ha cgyközüek nem volnának: úgy egy
mással valamelly távolságon összejönének. Már az AB 
vonalnak az MN síklappali összejövetele szükségképen 
feltételezi azt, hogy az AB-nek a’ CD-t, vagy annak 
folytatását valahol metszenie kellene. Ugyde az nem 
történhetik, mert egyközüek. Esígy az MN síklappal 
sem érhet össze sehol; azaz vele egyközü.

123. §.

Két síklapok PQ és M N, mellyek ugyanazon AB u. m. 
vonalra mindketten függőlegesek, egymással egyközüek.
(id. 121.)

Ugyanis: ha egyközüek nem volnának, úgy egy
mással bizonyos távolságon össze kellene jöniek, p. o. 
a’ KL metszés-vonal’ mentiben. Ezt feltévén: az 0, 
mikor összejönének, közös pontjok lenne. Húzzuk az 
MN lapon az A O -t, a’ PQ lapon a’ BO-t. Ezek mind
ketten függönyősök az AB-re, mert lapjaik arra füg- 
gőnyösök. Ebből tehát az következnék, hogy ugyan
azon 0 pontból, ugyanazon AB vonalra két ktilönbözö 
függönyöket lehetne húzni; ez pedig képtelen: ésígy 
a’ PQ és MN síklapok egymással soha össze nem jö
hetnek, — azaz egyközüek.

124. §.

Két egyközü lapokat MN, PQ keresztül metsző har- u. m. 
madik R S  lapnak (id. Í2 2 J  metszés-vonalai A B , DC 
egyközüek.

Ugyanis: ha egyközüek nem volnának, úgy meg- 
nyujtalván, egymással össze kellene jöniek; úgydc így

II. Rész. Tértan. S



. •
az MN és PO lapoknak is megnyujíalván, össze kellene 
jöniek, mert az AB és DG vonalak ezen lapokon fe- 
küsznek; — már pedig ezen lapok össze nem jöhetnek, 
mert egyközüek, — ésígy a’ inelszés-vonalaik sem 
jöhetnek össze; — tehát egyközüek.

125. §.

121. Ha két síklapok MN és PQ (id. 121.) egyközüek : 
úgy a’ melly vonal AB az egyikre függőleges, az a* má
sikra is függőleges.

Ugyanis legyen AB az MN síklapra függőleges; 
tehát az azon síklapon húzható bárnjelly vonalra, p. 
AD-re függőleges. Gondoljuk az AB-t és AD-t mintha 
két oldalai volnának egy harmadik síklapnak, melly az 
MN-et és PQ-t keresztül metszi; — ezen metsző sík
lapnak metszés-vonalai az AD és BC, — azok pedig, 
mint tanulónk, egyközüek: ésígy a’ melly AB vonal az 
AD-ra függőleges, az a’ BC-re is az 5 úgyde a’ BC 
a’ PO lapon fekszik : ésígy az AB vonal a’ PQ lapra is 
függőleges.

Követk. Két lapok, — valamint két vonalak is, 
ha egy harmadikkal egyközüek , — egymással is egy
közüek.

126. §.

,23. Két egyközü vonalak AB és CD , mellyek két egy- 
közű lapok MN és PQ közt esnek, egyenlők, (id. 123.)

Ugyanis: húzzunk az AB és CD egyközü vonalakon 
egy síklapot; ez az MN és PQ síklapokat metszi az 
AC és BD vonalak’ mentiben, melly vonalak tehát egy
mással egyközüek, (124. §.). Ésígy az ACDB idom 
egyközény; ésígy AB =  CD.



Követk. Ezen állítmánynak akkor is helye lévén, 
midén a’ közbevett egyközü vonalak a’ síklapokra füg
gőlegesek : látnivaló, hogy két egyközü síklapok minden 
pontjaikban egyenlő távolságra feküsznek egymástól.

Követk. Mivel két egyközii síklapok közt húzható 
legrövidebb vonal az, melly mindkettőre függőleges 
(118. §.) : tehát ezen közös függöny a’ két síklap’ 
egymástóli távolságának mértéke.

127. §.
Midőn két siklapokon MN és PQ-n fekvő két szög

leteknek BAC és bac-nek megfelelő szárai egymással u .  1 * 4 .  

egyközűek, ’s egy felé irányozták: akkor 1)  ezen szög
letek egyenlők; 2) a’ síklapok egyközűek. (id. 124.)

Ugyanis : 1) csináljuk AB-t egyenlőre ab-\e  1, és 
AC -t öc-vel; húzzuk az Aa , Bb, Cc, BC és be vona
lakat. Látnivaló, hogy AabB, és AacC idomok egykö- 
zények, mert az egyközü egyenlő vonalak közt egy
közü egyenlő vonalak fekhetnek. Ésígy Aa =  Bb, — 
és Aa =  Cc. Mivel pedig e’ szerint Bb =  C c: tehát 
BbcC is egyközény; ésígy bc =  BC. Ésígy AABC =
A  abc, mivel mind a’ 3 oldalaik egyenlők; — ésígy 

BAC =  <. bac.
2) Hogy pedig az MN síklapnak a’ P()-vaI egy- 

közünek kell lennie, megtetszik onnan: mert ha egy- 
közüek nem volnának, úgy a’ közöltök különböző 
helyeken húzható egyközü vonalak A a, Bb, Cc, nem 
lehetnének egyenlők. Úgyde azok egyenlők: ésígy a’ 
síklapok egyközűek.

Követk. Ila hét egyközü lapokat MN és PQ-t két 
lapok AabB és AacC keresztül metszenek az AB, ab, 
és AC, ac metszés-vonalak’ mentiben: a’ BAC és bac 
szögletek, mellyck ezen metszés-vonalak állal képeztet-

8 *



nek, egyenlők. — Ugyanis az ab , ac vonalak, az AB, 
AC-vel egyküzüek lévén: a’ kérdéses szögletek, a* fen
tebbi megmutatás szerint, egyenlők.

128. §.
Bármelly két vonalak AB, CD (id. 125.), mellyeh 

három egy közű síklapok — MN, PQ, U S között esnek, 
ezen siklapok által arányos részekre metszetnek.

Ugyanis: legyenek az A, I és B; C, K, és D azon 
pontok, mellyeken az AB és CD vonalak az RS, PQ 
és MN síklapokat metszik: — húzzuk az AD vonalat, 
melly a’ PQ síklapot a1 Il-nál metszi; — húzzuk az 
AC, IH, BD, HK összekötő vonalakat. Már (124 §. 
szerint) I l l a ’ BD-vel, és 1IK az AC-vel egyközüek. 
Innen:

az ABD háromszögben : A l: IB — A li: HD,
a’ DAC háromszögben: CK: KD == AH: HD.

Mivel ezen két arányban az utóbbi viszonyok ugyan
azok : tehát az első viszonyok egyenlők. Innen:

AI: IB =  CK: KD.

129. §.
Két egymást metsző lapoknak egymásra bizonyos 

hajlásúk van, vagy köztök bizonyos nyílás esik, melly 
az egész metszés-vonal’ hosszában mindenütt egyenlő. 
Ezen hajlás, vagy nyílás neveztetik kétlap-szögletnek 
(angulus diedralis), vagy csak lap-szögletnek, hogy 
megkülönböztessék a’ vonal-szöglettől, melly két egye
nes vonal által képeztetik.

A' lapszögleV oldalai tehát két határozatlan terjedetü 
siklapok, mcllycket itt falak-nak nevezhetünk; — te
teje az egész metszés-vonal, mellyel itt határ-vonal-  
uak nevezhetünk. A’ lapszöglet négy hetükkel jelöl-



' tetik, mellyek közt a’ két közbülső a’ határvonalat 
mutatja. így (id. 126.) az ACDB, és AEFB lapok 
által, az AB határvonal’ mentiben képzett lapszögletek 
EABC, vagy FABD.

Ha a’ lapszöglet’ mindkét falán a’ határvonalra 
függőleges vonal húzatik, p. o. az AD falra Hl, a’ BE 
falra HG: származik ott egy vonal-szöglet IHG, melly 
a’ lapszöglettel olly szoros egybeköttetésben van, hogy 
egyiket sem lehet növeszteni vagy fogyasztani , a’ 
nélkül, hogy a’ másik is egyszersmind és egyenlően no 
nőne, vagy fogyna. — Azonban ezen vonal-szöglet’ 
nagysága a’ határvonal’ minden pontjainál egyenlő, ’s 
változatlan. — Innen a’ lap-szöglettel összevágó vo
nalszögletnek neveztetik azon szöglet, melly a’ lap
szöglet’ falain n’ határvonal' bármelly pontjára húzható 
függőleges vonalak által képeztetik. — A’ mi ezen 
összevágó szögletnek mértéke — t. i. a’ szárai közt eső 
körív : — ugyanaz mértéke a’ lapszögletnek is; — 
vagy az összevágó szöglet, mértéké a’ lapszögletnek.

E’ szerint a’ lapszögletek ugyanazon tulajdonokkal 
bírnak, mellyekkel a’ vonal-szögletek. P. o. midőn két 
lapok egymást keresztül metszik : a' határvonallal 
egymás-ellenében fekvő lapszögletek egyenlők;— az 
egyik lapon egymásmelleit fekvő lapszögletek összege 
== két egyenes-szög; — ha a’ határvonal körül képzett 
4 szögletek közül egy egyenesszög, a’ többi 3 is mind 
az , — és ekkor a’ két lapok egymásra függőlegesek; 
— végre az ugyanazon határvonalon egymást metsző, 
bárhány lapok által képzett lapszögletek’ összege =  
4 egyenesszög.

Hasonlólag, ha két egyközii lapokat metsz egy har
madik lap: származnak ott külső-belső, —visszás—’sat.



lapszögletck; mcllyeknek épen azon tulajdonaik van
nak, mint a’rézsút-vonal állal inelszelt egyközü vonalak 
körül képzett szögleteknek.

130. §.

Két síklapok függőlegesek egymásra, ha azon vo
nal-szöglet, melly ezen lapok’ hajlásúnak mértéke, 
egyenes-szög.

i27. Ha az AB vonal (id. 127.) az MN lapra függőleges: 
úgy az AB vonal* mentiben fekvő bdrmelly lap is p. E H  
az MN lapra függőleges.

Ugyanis az AB-nek B álláspontjára húzzunk az 
MN lapon egymásra függőleges két vonalat BD-t és 
EF-et. Már az AB, mivel az MN lapra függőleges, 
a’ BD-re és EF-re is az , mivel azok az ö álláspontján 
mennek keresztül. Azonban az ABD szöglet,mértéke azon 
lapszögletnek, mellyet az Eli és MN lapok’ egymásra 
hajlása képez. Ugyde <  ABD egyenesszög, — ésígy 
az említett lapszöglet is egyenes-szög: tehát EH lap, 
MN lapra függőleges.

Víszontag: ha az E1I lap az MN lapra függőleges: 
úgy az AB vonal is, melly az EH lapon, az E F  
metszés-vonalra függőlegesen húzatik, az MN lapra füg
gőleges.

És viszont: ha az MN és EH lapok egymásra füg
gőlegesek : úgy az AB vonal, melly a’ metszésvonalra 
úgy áll, hogy az egyik lapra, MN-re függőleges, szük
ségkép a’ másik — f. i, EH  lapon fekszik.

131. §.

m. Ha két lapok EH és DG (id. 127.) egy harmadik 
MN lapra mindketten függőlegesek: úgy ezeknek met
szés-vonaluk AB is az MN lapra függőleges.



Ugyanis: az MN lapon emeljünk fel a’ B pontról 
függőleges vonalat A B -t: ennek az előbbi §. szerint 
mind az EH, mind a’ DG lapon kell feküdnie, mert azok 
mindketten függőlegesek az MN-re ; ésígy az AB 
nem lehet egyéb, mint az EI1 és DG lapoknak közös 
metszés-vonala. — Tehát azon közös metszés-vonal 
az MN lapra függőleges.

132. §.

Ha kettőnél több síklapok olly móddal hajlanak egy
másra, hogy mindnyájának egyegy sarka, vagy vonal
szöglete egy pontban összejő: az ezen összejövetel 
által származott csúcs neveztetik soklap-szögletnek (an- 
gulus polyedralis) vagy test-szögletnek. Példaúl a’ 128. 
idomon az SAB, SBC, SCD ’sat. lapok, mellyek az S 
pontban sarkaikkal mind összejönek,— kettenként pedig 
határvonalaiknál úgy hajlanak egymásra, hogy össze
hajlásaikkal tért határoznak m eg, melly az S-nél 
csúcsot képez, — de az S-sel általellenben a’ tért hatá
rozatlanul hagyják.

Az S pont, hol a’ lapok összejönek, a’ soklap-szög- 
lelnek csúcsa, vagy teteje. — Az ASB, BSC, CSD 
vonalszögletek, vagyis ezeknek lapjai, a’ soklapszög- 
letnek falai; az SA, SB, SC, SD’sat. metszésvonalak, 
itt is határvonalak. — A’ soklap-szöglet' vagy test- 
szöglet’ lényegét teszik a’ határvonalak által képzett 
tonalszögletek kívülről, — és a’ falak által képzett lap
szögletek belőlröl.

A’ test-szöglet betűkkel úgy jelöltetik, hogy legelői 
tétetik a’ csúcsnál eső betű, azután a’ határvonalak meg
felelő pontjain eső betűk. Ha a’ test-szöglet magánosán 
áll: akkor csak a’ csúcsnál eső egy betűvel is jelöltet



hetik. P. o. a’ 128-dik idomon levő testszöglet lesz — 
SABCDE, vagy csak egyszerűen =  S.

A’ test-szögletek különbözők egymástól falaik’ szá
mához képest. Háromlapú a z , mellyet 3 lap képez, 
négylapú, mellyet 4 lop, — továbbá vannak 5 lapú-, 6 
lapú-, szóval soklapú testszögletek.

Akárhány-lapú testszögletek’ tulajdonai a’ három- 
lapűakén alapulnak. Ezeket tegyük hát figyelmünk tár
gyává; megjegyezvén, hogy a’ háromlapú testszöglet
ben hat dolog van figyelemre méltó: u. m. három vonal
szöglet, és három lapszöglet; — sajátlag tehát ezeknek 
egymás iránti viszonyait kell megvizsgálnunk.

133. §.

»» Akármelly háromlapú testszögletben SABCA(id.l 29.)
az azt alkotó vonal-szögletek közül kettő együtt mindig 
nagyobb, mint a’ harmadik.

Ezen tétel kétséget sem szenved azon esetben, ha 
a’ három vonal-szögletek ASB, BSC, CSA egyenlők. 
De vegyük fel a’ legkevésbé kedvező esetet, t. i. midőn 
egy szöglet, mellyhez a’ másik kettő’ összegét hason
lítói akarjuk, nagyobb mint amazok közül akármellyik.

Tegyük fel hát, hogy <ASC legnagyobb a’ három 
között; húzzunk ezen szöglet’ síkján egyenes vonalat 
SD, olly móddal, hogy legyen <CSD = <  CSB; ’s 
vegyük egyenlőre az SD-t az SB-vel, — *s húzzuk ki 
az ADC, AB és BC vonalakat. Ez így lévén: az SDC 
és SBC háromszögek egyenlők, mert két két meg
felelő oldalaik, és azok közt eső szögleteik egyenlők 
(SD=SB, SC önmagával egyenlő, és <sC SB =<sCSD), 
ésígy CD =  CB. — Űgyde



AB -+- BC >  AD -f- DC 
vagy: AB -+- BC >  AD -+- BC 
innen: AB >  AD.

innen, mivel az SAD és SAB háromszögekben két oldal 
két oldallal egyenlő (AS =  AS, SD =  SB): — a’ kör- 
benesö szögletek úgy lehetnének egyenlők, ha az átel
lenes oldalak egyenlők volnának; — de mivel AB >
AD — tehát szöglet ASB >  ÁSD.
Innen: szöglet ASB -4- BSC >  ÁSD -f- DSC 
vagy : ASB -4- BSC >  ASC.

Köveik. A’ háromlapú testszögletet képező vonal
szögletek közül tehát egy mindig nagyobb, mint a’ má
sik kettő közötti különbség.

134. §.

Midőn két test-szögletek S, s, három ollyan vonal-  w. no. 
szögletekből alkotvák, mellyek meg felelőleg egyenlők, *s 
az egyenlők ugyanazon renddel következnek mindenikben: 
akkor az egyenlő vonalszögletek közt eső lapszögletek 
egyenlők, (id. 130.)

Hogy megmutassuk p. o. hogy CASB lapszöglet a’ 
casb lapszöglettel egyenlő: elég lesz megmutatni, hogy 
azon vonalszögletek , mellyek ezen lapszögleteknek 
mértékei, egymással egyenlők. Erre nézve az SA ha
tárvonal bármelly A  pontjára húzzunk az SAB és SAC 
falakon AB és AC függőleges vonalakat; a* BAC vo
nalszöglet lesz a’ BSAC lapszöglet’ mértéke. Továbbá 
feltévén, hogy sa =  SA: ugyanollyan szerkezés után lesz 
<bac mértéke a’ bsac lapszögletnek. Most már azt 
kell megmutatni, hogy < B A C = < b a c . Erre nézve:

1) A S A B = A sa b , mert egyegy oldal, és két 
mellette eső szögletek egyenlők, t. i. SA =  sa, — úgy



csináltuk, — < A S B = <  asb, — az van feltéve, — 
<BAS =  <s bas, — egyenes-szögek, innen tehát AB 
==ab, és SB =  sb.

2 ) A  SAC =  A  sac ugyaniilyen megmutatással. 
Innen: AC =  ac, és SC =  se.

3) ASBC =  sbc, mert két oldal két oldallal, és a' 
közben eső szögletek egyenlők; SB =  sb, SC =  se, — 
mint megmutatók-, végre <  BSC =  <, bsc — mint felte
vők. Innen: BC =  bc.

4) AABC =  A abc, mivel három oldal három ol
dallal egyenlő, mint a’ mondottakból kijö. — Innen 
<  BAC =  <̂  bac.

Látnivaló tehát, hogy BSAC és bsac lapszögletek 
egyenlők, mert BAC és bac vonalszögletek, raellyek 
amazoknak mértékei, egyenlők.

135. §.

id. i3o. Két hdromlapú testszöglelek S  és s egyetilők,(id.l 30.) 
ha az azokat alkotó vonalszögletek meg felelőleg egyen
lők, ’s egyenlő renddel váltják fel egymást.

Ugyanis ha az SABC háromlapú testszöglet az sabc 
háromlapú testszögletre rátétetik: egymást minden ré
szeikkel elfedik; mert lapjaik ’s vonalszögleteik egyen
lők, — és mivel azok egyenlők, tehát az előbbi §. sze
rint lapszögleteik is egyenlők; — ésígy mind lapjaik, 
mind határvonalaik egymással épen összeesnek.

Követk. Ebből foly az is, hogy két háromlapú test
szögletek egyenlők, ha 1) egy lapszögletük és az azt 
közbefogó két vonal szögletek, — 2) két lapszöglctek 
’s az azok mellett eső egy vonalszöglet mindkettőben 
egyenlők.



136. §.

A  soklapú testszöglet, melly t. i. 3 lapnál több .által 
képeztetik, vagy homorú, vagy domború. Homorú akkor, 
ha a’ képző vonalszögletek közül egy vagy több is 
homor-szög 5 — domború , ha ezek mind domború- 
szögek.

Minden soklapú testszögletet fel lehet oszlatni több 
3 lapu testszögletre, — mint minden sokszöget (poly- 
gonum) több háromszögre. — A’ domború soklapú 
testszögletet úgy lehet feloszlatni 3 lapu testszögletekre, 
ha egy határvonaltól a’ többi határvonalakhoz, — ki- 
vévén a’ két legközelebb esőket — lapokat húzunk, — 
mi által annyi 3 lapú testszöglet áll elő — kettő híján,— 
a’ hány lapú volt a’ testszöglet.

Rendes soklapú testszögletnek neveztetik az, melly- 
nek minden vonalszögletei, és minden lapszögletei 
egyenlők 5 — ésígy ez csak domború lehet.

137. §.

Bármelly domború testszögletben, az azt alkotón, i si . 

vonalszögletek1 összege —  s, kevesebb mint 4 egyenes
szög, s <  4r.

Ugyanis a’ soklapú testszögletet SABCDE(id. 131.) 
állítsuk egy siklapra, — azon a’ 'testszöglet1 falainak 
metszésvonalai ugyanannyi oldalú sokszöget ABCDE 
fognak képezni, a’ hány fala van a’ teslszögletnek; 
melly sokszögnek 0 középpontjából szögleteibe vona
lakat OA, OB, OC, OD, OE-t húzván, feloszlik ugyan
annyi háromszögekre, a’ hány oldalú a‘ sokszög, ’s a1 
hány fala van a1 testszögletnek. Azonban A,B,0,D, E 
pontoknál újólag megannyi testszögletek képeztelnek



három három falakkal, ’s vonalszögletekkel. Ezeket 
illetőleg, a’ 133-dik §. szerint :

szöglet: SBA -4- SBC >  ABC 
„ SCB -+- SCD >  BCD
„ SDC -+- SDE >  EDC
„ SÉD -f- SEA >  AED
„ SAE -+- SAB >  EAB.

Innen a’ >  jegyet megelőző szögletek’ összege, melly 
nem egyéb, mint az s testszöglet’ háromszegü falainak 
talpaikon eső minden szögletek’ összege — mellyet 
ezúttal nevezünk Q-nak, nagyobb mint az ABCDE 
sokszög’ minden szögleteinek, vagy az ezen sokszögben 
képzett minden háromszögek' talpra eső szögleteinek 
összege, — mellyet nevezzünk P-nek. — E’ szerint* 

Q > P .
Már ha a’ testszögletet képező háromszögű falaknak 
talpon eső szögleteihez hozzáadjuk az S-nél eső szög
leteiket is, mellyeket összesenS-nek nevezzünk: annyi
szor 180 fok =  2r lesz, a1 hány fal van , =  n-szer 
2 r= 2 n r , — tehát

0  -+- S =  2nr.
Továbbá, ha az ABCDE sokszögben képzett három

szögek’ talpszögleteihez hozzáadjuk az 0  tetőnél eső 
szögleteiket is, mellyek együtt 360 fokot =  4r tesznek: 
ezekből is annyiszor 180 fok lesz a’ hány A van, t. i. 
n x 2 r  =  2nr, — tehát

P -+- 4r =  2nr.
Már ezen két egyenletben: Q-f-S =  2nr,és P-f-4r =  
2nr, ha Q egyenlő volna P-vel, úgy S is egyenlő volna 
4r-rel. De mivel 0  «>P: látnivaló, hogy S, vagyis a’ 
testszöglctet képző vonalszögletek’ öss oge kisebb mint 
4 r ; azaz : S <  4r.



HARMADIK SZAKASZ.
'JTöinegtan.

ELSŐ CZIKKELY.
Általános ismeretek a* tömegekről.

138. §.

Tömegnek (solidum) neveztetik a’ területek állal 
minden felöl bezárt tér. Ila ezen tért mint anyaggal 
betöltöttet tekintjük : akkor nevezzük testnek (corpus). 
A’ tömeget nevezhetjük tehát mértani testnek is (cor
pus mathematicum), ellenébe tévén a’ természettant 
testnek (corpus physicum), melly anyaggal töltött tér.— 
A’ tiszta mértan’ tárgya a’ tömeg.

A’ tömegnek három irányú terjedete van: hosszú
ság, szélesség, vastagság.

Minden tömeg’ származását úgy képzelhetjük, mint
ha több területek, bizonyos vonal’ irányában egymásra 
vagy egymás mellé telepednének.

A’ tömeget bezáró területek’ összege neveztetik 
felületnek (superficies.)

' 139. §.

A’ tömeg vagy szabályszerű (symmetricum) vagy 
S3a£tífy/a/<in(asymmetricum). Szabályszerű az, mellynek



vagy minden, — vagy legalább a’ megfelelő lapjai és 
szögletei egyenlők; — szabálytalan az ellenkező. — 
A’ szabályszerű ismét vagy rendes (rcgulare}, vagy 
rendetlen (mregulare). Rendes az, mellynek minden 
lapjai egyenlő rendes lapok, annálfogva szögletei is 
mind egyenlők. — Rendetlen az, mellynek csak megfe
lelő lapjai egyenlők, de nem mind rendes lapok.

140. §.
A’ tömeg a’ szerint, a1 mint vagy síklapokból álló-, 

pedig domború felülettel záratik be, kétféle: u. m.
1) A’ síklapokból álló felüleltel zárolt, neveztetik 

soklapúmk (polyedron), vagy oszlopnak; és ennek 
bezárására legalább is négy lap szükséges. Ez ismét 
kétféle, u. m.

a) Szögoszlop (prism a) melly két egyközü és 
egyenlő sokszögek-, ’s ezek’ oldalaival egyenlő szá
mú , ezeket összefoglaló egyközények által záratik be. 
— A’ két egyközü és egyenlő szögszög neveztetik 
fenéknek, — az egyközények oldal-lapoknak, vagy fa
laknak-, az egyik fenékről a’ másikra, vagy annak foly
tatott irányára húzható függöny magasságnak. — Ila a’ 
fenekek is egyközények: akkor a’ szögoszlop nevez
tetik párlapnak (paral!eIepipedon);az ollyan szögoszlop 
pedig, mellynek mind a1 hat oldalai egyenlő négylegek 
(quadrata), neveztetik koczkának feubus). Egyenes 
szögoszlop az, mellynek oldallapjai a' fenekekre füg
gőlegesek 5 — ellenkező esetben a1 szögoszlop ferde. 
Ha a" szögoszlop’ fenekei rendes sokszögek, — ésígy 
oldallapjai megannyi egyenlő egyközények : úgy a’ 
szögoszlop’ szabályszerű, — különben szabálytalan. — 
A’ szögoszlop’ származását úgy képzelhetni, mintha a‘ 
sokszögű fenék, egy keresztbe reá állított vonal’ mén-



liben, megtartván mindvégig nagyságát, önmagával 
mindig egyközüleg mozogna. A’ hány szögű vagy oldalú 
a1 fenék: annyi szögű vagy oldalú lesz a’ szögoszlop.

b) Csúcsoszlop (pyrainis), melly egy sokszögű fe
nék, ’s ennek oldalaival egyenlő számú, és egy csúcs
pontban egymással összeborúló háromszögű oldallapok 
által záratik be. Itt is a’ külön fajok’ saját nevei a’ 
fenék’ oldalainak számától vétetnek, — 3—4 ’sat. szögű 
csúcsoszlopok. — Azon egyenes vonal, melly a’ csúcs- 
oszlop’ tetejéből fenekére, vagy annak folytatott irá
nyára függőlegesen húzalhatik, neveztetik a’ csúcs- 
oszlop’ magasságának. Ila ez a’ fenék’ közép-pontjára 
esik: úgy a' csúcsoszlop egyenes, — különben ferde. — 
A’ csúcsoszlop’ származását úgy képzelhetni, mintha 
a’ sokszögű fenék, egy keresztbe állított vonal’ menti
ben, önmagával egyközüleg mozogván, felyebb felyebb 
mindig ugyanazon arányban kisebbednék, mígnem utol
jára egy pontban végződnék. — A’ csúcsoszlop is 
szabályszerű, ha feneke rendes sokszög: különben 
szabálytalan.

2) A’ domború felületű tömegek’ sokféle fajai közül 
csak a’ kör által képződök, — ’s ezek közül is csak 
3 féle lehet az elemi mértan’ tárgya, u. m.

a) Körhenger £ cylinder circularis) ollyan tömeg, 
mellynek két fenekei egyenlő és egyközü körterületek, 
— oldalfelülete pedig egy domború terület. Azon 
egyenes vonal, melly egyik fenékről a’ másikra, vagy 
annak folytatására függőleges, a' henger' magasságát 
mutatja. — A* henger is vagy egyenes, vagy ferde, a’ 
szerint, a’ mint az oldalterület a’ fenekekre vagy egye
nes-, vagy hajlott szöglet alatt áll. — A’ két fenék’ 
középpontját összekötő egyenes vonal neveztetik ten-



gelynek, — inelly tehát az egyenes hengerben a’ fe
nekekre függőleges, — a’ ferdében dűlt. — A’ hen
gernek a’ két fenéken kívüli felületét burkotiy-nak 
(mantel) is nevezik. — A’ henger’ származását úgy 
képzelhetni, mintha a’ fenék-körterület egy reá ke
resztbe tett vonal’ mentiben, önmagával egyközüleg, 
megtartván mindvégig ugyanazon nagyságát, mpzogna. 
Honnan látnivaló, hogy mivel a’ kör =  végetlen sok 
oldalú sokszög: a’ henger nem egyéb, mint végetlen 
sok oldalú szögoszlop — Az egyenes henger’ szár
mazását úgy is képzelhetni, mintha egy egyközény, sa
ját egyik oldala-, mint a’ leendő henger' tengelye 
körül megfordulván, mig előbbi állására vissza nem ér, 
mindenütt nyomokat hagyna.

bj Körkúp (couus circularis) ollyan tömeg, melly- 
nek egyetlen feneke körterület, — oldalfelülete, vagy 
burkonya (mantel) pedig csúcspontra lornyodzó dom
ború terület. — A’ kúp is vagy egyenes vagy ferde, a’ 
szerint, a’ mint annak magossüga, t. i. a’ tetejéből fe
nekére , vagy annak folytatására húzható függőleges 
vonal, vagy a’ fenék’ közép-pontjára esik, vagy nem. 
— Itt is a1 tetőből a’ fenék’ középpontjára húzható vonal 
tengelynek neveztetik, melly tehát az egyenes kúpnál 
a’ magossággal ugyanaz. — A’ kúp’ származását úgy 
képzelhetni, ha a1 fenék-körterület egy keresztbe reá 
állított vonal’ mentiben , önmagával egyközüleg mo
zogván, mindig ugyanazon arányban kisebbednél^, míg
nem utoljára egy pontban végződnék. Honnan látni
való, hogy a’ kúp nem egyéb, mint végetlen sokoldalú 
csúcsoszlop. — Az egyenes kúp’ származását úgy is 
képzelhetni, mintha egy egyenes-szögű háromszög’ 
sájat egyik mellék-oldala-, mint a’ leendő kúp*



tengelye körül megfordulván, mígnem előbbi állásába 
visszatér, maga után nyomokat hagyna.

c) Gömb, vagy golyóbis (sphaera) olly tömeg, melly 
egyetlenegy domború területtel mindenfelől úgy zá- 
ralik b e , hogy azon domború területnek, vagyis a’ 
gömb" felületének minden pontja, a’ tömegben egy 
ponttól, melly ennélfogva középpontnak (centrum) ne
veztetik, egyenlő távolságra van. — A’ gömb’ szár
mazását úgy képzelhetni, mintha egy félkör-terület, a* 
maga átmérője körül megfordulván, míg előbbi állásába 
vissza nem ér, mindenütt nyomokat hagyna maga után.

141

A’ rendes tömeg, mint látónk, minden felöl egyenlő 
rendes lapokkal bezárt tér. — Rendes lapok pedig ezek: 
egyenoldalú háromszög — négyleg, — és rendes sok
szög. — Már rendes tömeg nem lehet több ölnél : mi 
azoknak származhatásukból nyilván kitűnik. — Ugyanis 
arra, hogy tömeg származzék, legalább négy lap szük
séges ; arra pedig, hogy tömeg-szöglet, vagy test- 
szöglet származzék, legalább 3 lap kell, de több is lc- 

Jiet; — és ezen lapoknak vonalszögletei összesen nem 
mehetnek fel 360 fokra vagy 4r-re. — Lehet tehát 
rendes tömegeket képezni e’ következő rendes la
pokból :

1) Egyenoldalú háromszög-lapokból: 
a) Négyből, mellyben a1 tömegszögletct három lap 

képezi, és a’ három szögletek’ összege =  1 8 0 ° .  Ez 
neveztetik rendes négylapú-nak (tetriiedron.) id. 132.

( id. 1 3 2 .  Az id o m o k ’ e g y ik e  (a)  m u ta t ja  a ' t ö m e g ’ állását,  — 

másika (b) azon  ra jzo la to t ,  melly s z e r in t  az t  kemény papi
rosból cl lehet kosz itni.)

//. Bess. Térlan. 9



1.1. na b) nyolcából, mellyben o’ testszögletet négy lap
képezi, — és a’ négy szöglet’ összege =  240°. Ez ne
veztetik rendes nyolca lapunak (ocláedron).— id. 133.

1.1. ni. c) húszból, mellyben a’ testszögletet öt lap képezi,
és az öt lap’ vonalszögleteinek összege =  300°. Ez 
neveztetik rendes húsalapúnak (icosaedron.) id. 134.

Már hat egyenoldalú háromszöget testszögletre ösz- 
szeborítni nem lehet, mert azok’ vonalszögleteinek 
Összege lenne =  360° =  4r, ez pedig nem lehető. 
Ésígy egyenoldalú háromszögből háromnál több rendes 
tömeget képezni nem lehet.

U i35. 2) Négyle»j-lapokból
csak egy rendes tömeget képezhetni t. i. a’ koczkát, 
mellyben a’ testszögletet alkotó három lapok’ vonal
szögleteinek összege — 270°. — Már 4 lap’ vonal
szögletei tennének =  360 fokot; ésígy azokat már 
teslszögletre összeborílni nem lehet.

id. ne. 3) Rendes ötszög-lapokból
lehet egy rendes tömeget képezni, mellyben három 
lap alkotja a’ teslszögletet, meílyeknek vonalszögleteik’ 
összege =  108 X 3 =  324% — 12 lap pedig bezárja 
a’ tömeget, — ’s ez neveztetik rendes tizenkét lapúnak 
(dodecaedron) id. 136.— Már ötszögii lapból háromnál 
többet csúcsra összeborítni nem lehet, — mert 108 x  
4— 432°,— 4r-nél több.—Hatszögü lapokból még csak 
hármat sem lehet csúcsra összeborítni; — mert 120x  
3==360° =  4 r.— Hatnál többszögii lapokból annyival 
inkább nem lehet. — Ésígy rendes tömeg nem lehet 
több 5-nél, u. m. a’ rendes négylapú, nyolczlapú, húsa
lapú, hatlapú (vagy koczka), tizenkét lapu.

A’ rendes tömegeket úgy képzelhetni, mintha gömb
ből volnának kimetszve, — ’s így azoknak közepében



van a’ gömb’ középpontja. Mér ha ezen tömegek' 
minden csúcsaitól vonalakat, ’s ezeket Összekötő faiakat 
húzunk gondolattal a’ középpontig: képezlefnek azok 
állal több csúcsoszlopok, mellyeknek fenekeit képzik 
a' tömeg’ lapjai, — telejeik pedig a’ középpontban mind 
összejönek; p. o. a’ húszlapú áll 20 illyen csúcsosz
lopból, — a’ lizenkéllapú tizenkettőből ’sat.

MÁSODIK CZIKKELY.

A’ síklapokkal zárt- ,  vagyis soklapú tömegekről (po-  
lyedra) általában; azok’ egyenlőségéről és hasonló

ságáról.

142. §.

Minden síklapokkal bezárt tér neveztetik soklapú 
tömegnek (polyedron}; az azt bezáró területek külön 
külön falaknak, mellyek együtt képzik a’ felületet; 
ezen falak’ határai, vagy oldalai határvonalaknak, vagy 
ormók-nak — ’s azon pontok, inellyekben ezen határ
vonalak összejönek, csúcs-oknak neveztetnek.

E’ szerint látnivaló, hogy a’ soklapúban annyi test
szöglet van, a’ hány csúcs, — annyi lapszöglet, a’ hány 
határvonal, — annyi vonalszöglet minden falon, a’ hány 
oldalú sokszög az.

A1 soklapú’ szögellöjének (diagonnlis) neveztetik 
azon egyenes vonal, melly egy csúcsból másik nem 
szomszéd csúcsba húzatik. Szögellő-lapnak (planum 
diagonale) neveztetik minden ollvan lap, melly a’ sok- 
lapút, egy csúcs’ és egy határvonal’, vagy 3 csúcs’ 
mentiben vágja.

9*



A" soklapú emellcsúcsos, ha minden testszögletei 
emeltek, vagy kiállók; komorcsúcsos, ha némellyek 
azok közül homorok.

A’ soklapúak’ különféle idomai közül, némellyek 
egyszerűbbek, ’s mintegy elemei más összetettebb ido
moknak. Legegyszerűbb a’ négy lapu (telraedron). — 
Mi ezeknek előadásában azon rendet követendjük, 
mellyel leginkább tanmódszerünek lenni vélünk.

1) A ’ négylapúakröl ( tetraédron) ,  azoknak egyen
lőségéről ’s hasonlóságáról.

143. §.

iso. Két négylapnak SABC, sabc ( id. 130J egyenlők, 
ha egyiknek három fala a’ másiknak három falával 
egyenlő, ’s az egyenlők mindenikben ugyanazon rend
del következnek.

Ugyanis, ha azok a’ 3 egyenlő falak, mellyek az S 
és s csúcsokban összebornlnak; mivel az ezen csúcsok 
körüli vonalszögletek megfelelöleg egyenlők, tehát a’ 
lapszögletek is megfelelöleg egyenlők (134. § .); — 
következőleg ha az SAB falat az sab-ra tennénk, a’ 
többi falak is , mivel egymáshozi hajlásaik egyenlők, 
egymással teljesen összeesnének, egymást fednék; — 
ésígy az egész négylapúak egyenlők.

144 §.

no. Két négylapúak egyenlők, ha egyiknek két fala ’s 
azok által képzett lapszöglete, a' másiknak két falá
val. ’s azok által képzett lapszögletével megfelelöleg 
egyenlők.



Ugyanis: legyen SAB =  sab, és SAC =  sac; az 
SAB falat tegyük rá az sab falra 5 ekkor az SAC fal is 
együvé esik az sac fallal, mert az általuk képzett 
lapszögletek egyenlők; és az SB határvonal az sb-vel,
’s az SC az se-vei, és az SBC fal az sbc-vel szükségké- 
pen összeesnek; — ésígy a' két négylapúak egyenlők.

145. §.

Két négylapúak egyenlők, ha egyiknek egy fala és m .no 
az e' mellett eső két lapszögletei, másiknak egy fa
lával és az e’ mellett eső két lap szögleteivel megfelelő-  
lég egyenlők.

Ugyanis : ha SAC =  sac, és ezen két falakat egy
másra tesszük: mivel az SA és SC, sa és se határ
vonalaknak megfelelő lapszögletek egyenlők: az SAB 
és SBC falak is az sab és sbc falakkal együvé esnek,
’s azoknak SB metszövonala az sb-vel összeesik. Ésígy 
a’ két négylapúak egyenlők.

146. §.

Két négylapúak hasonlók egymáshoz, ha megfele
lő ig  helyezett hasonló falakkal záratnak. Ezeknél a' 
megfelelő határvonalak arányosok, — a’ lapszögletek 
és testszögletek (anguli diedralesel polyedrnles) pedig 
egyenlők. — De hogy két négylapúnak hasonlóságát 
megmutassuk: arra nézve mind ezen feltételek’ valóságos 
jelenlétét megmutatni nem szükség ; — mert néhánynak 
jelenlétéből a’ többiek’ jelenléte szükségkép’ következik.

147. §.

Két négylapúak SABC, sabc ( id. 137.) hasonlók, u i37 
ha egyegy lapszögleteik egyenlők; és az azt képző két



két falaik SAB és sab, SAC és sac megfelelŐleg 
hasonlók.

A’ falak’ hasonlóságánál fogva lesz:
SA: sa — SB: sb =  SC: se =  AB : ab =  AC : a c ;

azonban: lapszöglel BSAC =  lapszögi. bsac.
Ezek így lévén: az SA határvonalon vegyünk fel 

SA '-t =  sa; és az A' ponlnál csináljunk A'B'C' lapot 
az ABC-vel egyközüleg. Ekkor az SABC és SA'B'C' 
négylapúak hasonlók, mert minden megfelelő falaik ha
sonló háromszögek, t. i. A SAB c/a A SA'B', mert 
talpaik AB és A'B' egyközüek, A SBC xn A SB'C', 
mert talpaik BC és B'C'egyközüek, — A SAC co 
A  SA'C' mert talpaik AC és A'C' egyközüek, — 
végre A ABC ín A A'B'C' mert minden megfelelő 
oldalaik egyközüek, és minden megfelelő szögleteik 
egyenlők. — Már az SABC és SA'B'C' négylapúak’ 
hasonlóságánál fogva lesz: SA : SA' =  SB: SB' =  
SC: SC' =  AB: A'B' =  BC: B'C';

és ha az előbbi arányokat:
SA: sa =  SB: sb ’sat. 

ezen utóbbiakkal összevetjük': 
mivel SA' =  sa : látnivaló, hogy ezen utóbbiban SA' 
helyett sa-t, SB' helyett ső-t ’sat. mindenütt tehetünk; 
ésígy:
SA' =  sa, SB' =  sb, SC' == se, A'B' =  ab, A'C' =  
ac. Ésígy: sab és SA'B', sac és SA'C' falak megfe- 
lelöleg egyenlők, — és bsac lapszöglet =  B'SA'C' 
lapszöglet. Innen: sabc négylapú egyenlő az SA'B'C' 
négylapúval. — Mivel pedig SA'B'C' négylapú hasonló 
az SABC-hez: látnivaló, hogy sabc négylapú is az 
SABC-hez hasonló.



148. §.

Két négylapnak hasonlók, ha mitidenikben egyegy fa -  fa. i»t. 
lak hasonlók, SAB w  sah, és az ezek mellett eső három 
három lapszögletek egyenlők.

Ugyanis az SAB és sab falak’ hasonlóságánál fog
va lesz:

SA : sa =  SB : sb =  AB: ab.
Azonban: lapsz. SA =  lapsz. sa.

lopsz. SB =  lopsz. sb.
lapsz. AB =  lapsz. ab.

Ezt feltévén, tegyük, mint előbb 147. §-ban: SA' =  
sa, és csináljuk az A'B'C' lapot az ABC-vel egyközü- 
leg: az SABC és SA'B'C'négylapűak hasonlók lesznek, 
a’ honnan :

SA: SA' =  SB: SB' =  AB: A'B', — és 
lapsz. AB =  lapsz. A'B'

De mivel S A '= sa : tehát a’ fentebbi megmutatás sze
rint: SB' =  sb, A 'B '=^ab, és lapsz. A 'B ' =  lapsz.ab;
— ésígy a’ kis négylapúak SA'B'C' és sabc egyenlők, 
mint a’ mellyeknek egyegy falaik, és azok melleit eső 
két két lapszögleteik egyenlők. Ésígy, mint az előbbi 
§-ban, úgy itt is látnivaló, hogy az sabc és SABC 
négylapúak hasonlók.

II. A’ csúcsoszlopokról (pyramis); — azoknak 
egyenlőségéről, ’« hasonlóságáról.

149. §.

A’ szabályszerű csúcsoszlopban (1. 140. $.) a’ fenék 
rendes sokszög, — az oldalfalak pedig egyenszárú há-



romszögek. Semmi megmutatást nem kíván azon tétel: 
hogy az ugyanazon fenekű, és ugyanazon magossá- 
gű szabályszerű csúcsoszlopok egyenlők, — mivel ez ma - 
gából a’ csúcsoszlopok1 származásából egy enesen folyik.

Az is látnivaló, hogy a’ négylapú tömeg (tetráe- 
dron) nem egyéb, mint háromszögű csúcsoszlop. 

i38. Bármelly csúcsoszlopot SABCDE (id. 138) fel le
het osztani annyi négylapúra, a’ hány oldalfala van 
kettő híján. Erre nézve elég egy határvonalától SA-tól 
metsző síklapokat húzni, — az AC, AD szögellök’ 
mentiben, mellyek a’ feneket annyi háromszögre oszt
ják, a’ hány oldala van, kettő híján. — Innen: két egyenlő 
csúcsoszlopot fel lehet osztani ugyanazon renddel egy
másnak megfelelöleg egyenlő négylapúakra. És viszont: 
két csúcsoszlopok egyenlők, ha ugyanazon renddel egy
másnak megfelelöleg egyenlő négytagúnkból tétetlek össze. 

i38 Ha az SABCDE (id. 138) csúcsoszlop, a’ teteje és 
feneke közt valahol egy síklappal keresztül metszetik, ’s 
felső része, melly maga is egy kisebb csúcsoszlop 
SA'B'C'D'E', róla levétetik, ott marad egy tömeg 
A'B'C'D'E'ABCDE, melly csonka csúcsoszlopnak ne
veztetik. Ennek oldalfalai négyszögek, — s két feneke 
van, felső és alsó, — vagy kisebb és nagyobb. Ha az 
A'B'C'D'E' metsző lap a1 fenékkel ABCDE egyközü : 
akkor a’ csonka csúcsoszlop1 falai oldalmások, — felső 
és alsó fenekei hasonlók, — ’s az illyenek egyközű fe -  
nekücknek neveztetnek.

150. §

Két csúcsoszlop egyenlő, ha feneke és egy egy ol
dalfala tnindeniknek egyenlő, 's a’ lapszöglet, melly alatt 
ezek egymásra hajolnak, egyenlő.



Ugyanis, ha ezen két csúcsoszlopot egymásra ten
nénk, úgy hogy fenekeik és a’ felvett egyenlő falaik 
összeessenek: látnivaló, hogy csúcsaik összeesnek, 
— mivel a’ csúcs olt esik, hol ezen két egymást fedő 
falak közül mindkettő végződik. Ésígy a’ többi falak
nak is össze kell esniök; — ésígy a’ csúcsoszlopok 
egyenlők.

151. §.

8 Két csúcsoszlopok sabcde, SABCDE ( id. 138) ha
sonlók , ha megfelelő ’s ugyanazon renddel fekvő falaik 
mind hasonlók egymáshoz.

Miután a’ falak hasonlók, — ésígy azoknak megfe
lelő vonalszögleteik egyenlők; — csak azt kell még 
megmutatni, hogy azon lapszögletek, mellyeket azok 
egymás közt képeznek, egyenlők megfelelőleg a’ két 
csúcsoszlopban. — Ugyde, ha mindeniknek fenekén, — 
mellyek sokszögek, — megfelelő szögellöket húzunk, 
AC, ac, AD, ad-t: lesznek A ABC m  A abc, A  ACD 
w  A acd, A ADE in A ade. Ekkor az A-nál és «-nái 
képződő 3 háromlapú testszögletek (anguli triedrales) 
megfelelőleg egyenlők, mert egyenlő vonalszögletek 
által képeztefnek (1. 135. § .) ; ésígy azoknak lap
szögleteik (ang. diedrales) is egyenlők (1. 134. §.). — 
Épen illyen móddal tűnik ki, hogy egyenlők megfelelö- 
leg azon lapszögletek is, mellyek a’ C és c-nél, I) és 
d-nél sat. eső háromlapú testszögleteknél képződnek. — 
Ésígy ’sat. ’sat.

Köcetk. 1. Innen: az SABCDE csúcsoszlopnak 
ABCDE fenekével egyközű metszőlap A'B'C'D'E' ál
tal abból elmetszett kis csúcsoszlop, ama nagyobbhoz 
hasonló.



Követk. 2. Két hasonló csúcsoszlopokban SABCDE 
és sabcde, a’ megfelelő határvonalak, mind egymással, 
mind az illető magosságokkal, SO és so, arányosok. Ez 
egyenesen foly a’ megfelelő háromszög-falaknak SAB, 
sab, — SBC, sbc ’sat. összevetéséből, mellyböl egyenlő 
viszonyok’ sora jő ki, — mellyet azután összekötünk a’ 
magosságok’ viszonyával, segítségül vévén erre az 
SA'B'C'D'E' kis csúcsoszlopot, melly az sabcde-vel 
egyenlő, a’ nagy SABCDE-hez pedig hasonló.

152. §.

Kiadatván az egyközű fenekű csonka csúcsoszlopnak ld 1J8- 
ABCDEA'B'C'D'E'-neh fenék-oldalvonalai és ma
gossága OO': kikeresni az egész kipótolt csúcsoszlopnak 
magosságát, (id. 138).

Az előbbi következmény szerint áll illy arány:
SO: SO' =  AB: A B', 

innen: SO -  SO': SO =  AB — A'B': AB, 
innen: AB (S O -SO ') == SO (AB—A'B') 

é s : SO =  AB (SO —SO')

AB -  A'B'
vagy: SO =  AB X 0 0 '

AB — A'B'.

Ez a’ keresett magosság’ =  SO kifejezete; mellyben 
minden előforduló vonalak kiadatvák.

III. A' szögoszlopokról (prisrna) — azoky egyenlősé
géről ’s hasonlóságáról.



153 §.

Két egyenes szögoszlopok (1. 140. §.), mellyeknek 
fenekük és magosságuk ugyanaz, egyenlők. Ez semmi 
megmutatást nem kíván, mivel magából a’ szögoszlopok* 
származásából egyenesen folyik.

Az is magában értetik, bogy akárminö szögoszlopot 
( 4 - ,  5 - ,  6 -  ’sat. akárhány-szögűt) háromszögű 
szögoszlopokra lehet feloszlatni. Mert a’ szögoszlop’ 
feneke valami sokszög, — azt pedig szögellökkel há
romszögekre lehet oszlatni, — ’s ha ezek’ mentiben 
szögellö lapok huzatnak': előállnak a’ háromszögű szög
oszlopok.

Két egyenlő szögoszlopok ugyanannyi számú, 
egyenlő, megfelelöleg helyezett háromszögű szögosz- 
lopokból állanak ; ’s ha meg lehet mutatni, hogy két 
szögoszlopból ugyanannyi, egyenlő, megfelelöleg he
lyezett háromszögű szögoszlopok telnek k i : azon bár
minemű szögoszlopok egyenlők.

Két szögoszlop egyenlő akkor is , ha feneke és 
egyegy fala mindeniknek megfelelöleg egyenlő, ’s a’ lap- 
szöglet, mellig alatt ezek egymásra hajolnak, egyen
lő. Mert ha a’ keltőnek egyenlő fenekei és egyenlő 
falai egymásra tétetnek: ki fog tűnni, hogy ezen szög
oszlopoknak minden egyéb részei is összeesnek egy
mással, — ésígy az egészek egyenlők.

154. §.

Két szögoszlop’ hasonlóságának feltételei egyszerűb
bek ’s önkényt érthetőbbek, mintsem azokat mutogatni 
kellene; t. i.



1)  hasonlók azok, ha mindeniknek feneke, és egy- 
egy meg felelőleg helyezett fala hasonló, ’s az ezek által 
képzett lapszögletek egyenlők;

2)  hasonlók azok, ha mindenikben egyegy meg fele— 
löleg helyzeti háromlapszöglet egyenlő, ’s az ezt képző 
3 falak hasonlók.

IV. A ’ Párlapokról (parallelepipedon), azoknak 
egyenlőségéről ’s hasonlóságáról.

155. §.

Tudjuk (140. §.), hogy a’ melly szögoszlop’ fenekei 
egyközények, az neveztetik párlap-nak. A’ párlap 
tehát hat egyközények által zárt tömeg; ’s ezen hat 
falak’ összege teszi a’ párlap’ felületét. — Midőn a’ 
párlap’ oldal-határvonalai, a’ fenék gyanánt felvett falra 
függőlegesek: akkor az oldalfalak páriagok (rectan-’ 
gulnm), ’s az illy párlap neveztetik egyenes-nék-, — 
midőn ezenkívül még a’ fenekeik is páriagok, akkor a 
párlapot nevezhetjük pár-párlapnak (parallelepipedon 
rectangulum). — Végre ha minden falai egyenlő négy
legek : akkor, — mint tudjuk — lesz rendes hatlapu, 
vagy koczka.

Látnivaló, hogy két pár-párlapok egyenlők, ha fe
nekeik és magosságaik egyenlők, — mert egymásra té
tethetnek.

156. §

Bármelly párlapban Ae (id. Í39) az általellenes fa
lak egyetilök és egyközúek.



PÁRLAPOK, -  BÁRMINŐ SOKLAPÚAK.

A’ szögoszlop’ és a1 párlap’ származásáról (140. 
§-ban) adott fogalom szerint, a’ feltett állítmányt csak 
az oldalfalakat illetőleg szükség bebizonyílni. Ez így 
lévén, vegyük fel az Ab és De falakat: ezekben az 
AB egyenlő és egyközü a' DC~veI, mert ugyanazon 
ADCB egyközénynek megfelelő falai. Épen azon oknál 
fogva az Aa egyenlő és egyközü a’ Dd-vel. — Innen 
<* aAB =  <* dDC, mivel képző vonalaik egyköziiek 
(127.$.); — tehát az Ab és De egyközények egyenlők; 
tehát azok egyköziiek is, mert két egyközü szögletek’ 
síkjai (127. §.).

157. §.

E’ következő tulajdonok önkényt értetnek:

Minden párlapban: 1) az általellenes határvonalak 
(ormok) négy négygyei egyenlők és egyközűek; — 2) 
azon síklap-metszék, vnelly a' párlapot, két átellenes 
ormőin keresztül metszi, egyközény; — 3) azon síklap- 
metszék, mellig annak kél átellenes falai közt esik, egy
közény ; — 4) az átellenes lapszögletek egyenlők.

V. Bárminemű soklapúakról (polyedron)  általában, 
azoknak egyenlőségéről ’s hasonlóságáról.

158. §.

Bárminemű soklapúakat mindenkor fel lehet oszlatni 
négylapúakra. És ez többképen lörténhetik; jelesen, 
vagy úgy, hogy a’ tömeg’ közepén felvévén egy pon
tot, abból a’ soklapú’ minden csúcsába vonalak huzat
nak 5 vagy úgy, hogy a* soklapúnak egy csúcsa tetszés



szerint felvétetvén, az a’ többi minden csúcsokkal egye
nes vonalak által összeköttetik.

Az első esetben, a’ húzott vonalak annyi három
szögeket képeznek, a’ hány határvonala van a’ sokla- 
púnak; ezen A-geknek talpai a1 határvonalak, — ló
tejeik pedig mind a’ belől felvett ponlbanjönek össze. — 
Ezen műtétéi által a’ soldapú feloszlik csúcsoszlopokra, 
mellyeknek oldalfalai az említett A -gek , — telöcsú- 
csaik mind a’ felvett belső pontban jönek össze, — fe
nekeik pedig a’ soldapú’ falai. Következőleg, mivel 
minden csúcsoszlopot fel lehet négylapúakra osztani, 
látnivaló, hogy illy móddal bármelly soklapút fel lehet 
osztani négylapúakra

A’ másik esetben a’ soldapú feloszlik ollyan csúcs
oszlopokra, mellyeknek telejök mind a’ felvett csúcsban 
jő össze, — fenekeiket pedig a’ tömeg’ falai teszik, k i- 
vévén azokat, mellyek a’ felvett csúcsot képezik.
Jegyz. A’ soklapúak’ ezen feloszlatását könnyebb képzelni, mint 

leírni vagy lerajzolni; — legkönnyebben felvehetni pedig ezen 
czelra fából kimetszett testeken

159. §.

Már látnivaló, hogy két egyenlő sohlapúakat meg fele
lőleg egyenlő, ’s ugyanazon renddel helyezett négylapú
akra lehet feloszlatni; — és viszont, hogy a’ melly 
sohlapúakat megfelelőleg egyenlő, ’s ugyanazon renddel 
helyezett négylapúakra lehet feloszlatni, azok egyenlők.

Hasonlólag látnivaló, hogy két egyenlő soklapúak- 
nál, a’ megfelelő, s ugyanazon renddel helyezett oldal
vonalak, és falak, valamint a’ lapszögletek és testszög- 
lelek is egyenlők'; — és viszont, a’ mellycknél ezek 
egyenlők, azok egyenlő soldapúak.



Hasonló soklapúak azok, melltjeket felehet oszlatni 
egyenlő számú, *8 ugyanazon renddel megfelelőiem hasonló 
négylapúakra.

A  hasonló soklapúaknáUi megfelelő falak hasonlók,
— a’ megfelelő lap- és testszöglelck egyenlők, — és a’ 
megfelelő határvonalak arányosok, minek megmutatása 
körül épen olly okoskodás áll, minőt a’ hasonló sokszö
gekre nézve látánk.

És viszont: mellig soklapúaknál minden falak
megfelelöleg hasonlók, — egymásra egyenlően hajlottak,
— ’s ugyanazon renddel helyzetiek, — azon soklapúak 
hasonlók.

HARMADIK CZIKKELY.
A  soklapúak’ felületének méréséről ’s arányáról.

161 §.

A’ soklapúak síkterületekkel lévén bezárva, mely- 
lyeknek összege teszi a’ felületet: látnivaló, hogy 
bármelly soklapu felülete annyi, mint az azt bezáró va
lamennyi falak' udvarainak összege. Következőleg a’ 
soklapúak’ felületét meghatározni könnyű, azon szabá
lyok szerint, mellyek az udvarok’ mérésére nézve a’ 
erületfanban adattak. — Ezen szabályok szerint tehát, ha 
a’ külön falak’ udvarait mind kiszámítjuk, ’s azokat ösz- 
szeadjuk: készen van a’ soklapú’ felülete. És a’ sza
bálytalan tömegekre nézve csak ezt tehetni; a’ szabály- 
szeresekre nézve pedig az általános szabályt egyszerü- 
sítni is lehet.

Jelesen:



1) A' szabályszerű csúcsoszlop’ oldalfalai megannyi 
cgyenszáru ’s egyenlő háromszögek leven : látnivaló, 
hogy azoknak oldalfelülete kijö, ha a' fenék' kerítése. 
az oldalhdromszögek közül egynek magasságával sokszo
roztunk. Legyen a =  a’ fenék sokszögnek egy oldal
vonala, — n =  az oldalok’ száma, — h =  az oldalhá
romszögek’ magossága: lesz

az oldalfalúiét —  y2na X h.
Még ehhez hozzá kell adni a’ fenék-sokszög’udva

rát, melly, mint tudjuk, kijö, ha a’kerítés’felét egya’sok- 
szögben képezhető háromszög’ apothemájával, (melly 
Iegyen=t) sokszorozzuk, ésígy lesz a’ fenék’ udvara 
=  V2 na X t.

Innen a’ szabályszerű csúcsoszlop’ egész felülete: 
=  1 2 na X h -+- '/> na X t
== V2 na X (h -h  t).

2) Az egyenes szögoszlop’ oldalfelülete kijö, ha a' 
fenék-kerités az oldalfalak’ egy határvonalával sok- 
szorozlatik; — és az egész felületre nézve, ehhez még 
a’ fenéklerületek’ udvarai adatnak.

3) A’ szabályszerű szögoszlop’ egész felülete kijö, 
ha a’ fenék-kerités, az oldalfalak' határvonalának, és a’ 
fenék' apothcmájának összegével sokszorozlatik.

162. §.

' A  hasonló soklapüak' felületei olly viszonyban 
tannak egymáshoz. — mint megfelelő határvonalaik' 
négylegei.

Ugyanis tudjuk (102. §.), hogy a’ hasonló sokszö
gek* udvarai úgy vannak egymáshoz, mint megfelelő



oldalaik’ négylegei. Ezen elvet ide alkalmazván: mivel 
a' hasonló soklapúak’ megfelelő falai mind hasonló sok
szögek: egyenlő viszonyok’ sora áll elő ezen meg
felelő falakból, ’s azok’ megfelelő határvonalainak 
négylegeiböl. Következőleg az egyik soklapű’ minden 
falainak összege úgy van a’ másik soklapű’ minden 
falainak összegéhez: mint az elsőnek bármelly külön 
fala, a’ másiknak bármelly külön falához, — vagy mint 
az első’ bármelly határvonalának négylege, a’ másik’ 
megfelelő határvonalának négylegéhez. — Szóval, két 
hasonló soklapúak’ felületei úgy vannak egymáshoz, 
mint két megfelelő határvonalaik’ négylegei.

NEGYEDIK CZIKKELY.
A ’ soklapúak’ tömeg tar tahidnak ( soliditas, volumen)  

méréséről ’s arányáról.

163. §.

Valamelly tömeg1 tartalmát megmérni annyi, mint 
azt számokkal k i f e j e z n i ; — hogy számokkal kifejez
hessük: szükség azt valami saját-fajta egységhez vi- 
szonyítni, — vagyis meghatározni, hányszor térne el 
abban, vagy hányszor telnék ki abból valamelly egy- 
ség gyanánt, — viszonyítás’ alapjául, tetszés szerint 
felvett tömeg.

Illy mértékül szolgálandó tömeg-egység gyanánt 
fel szoktak venni ollyan koczkát (cubus), mellynek min
den külön határvonala egyenlő valamelly vonalmértéki 
egységgel, ’s minden külön fala egyenlő a’ megfelelő 
udvarmértéki egységgel. P. o. vonalmértéki egységek: 
az öl, a’ láb, a’ hüvelyk ’sat.: tömegmértéki egységek 
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a’ koczka-öl, koczka-láb, koczka-fmvelyk (vagy köb-öl, 
köb-láb, köb-hüvelyk) ’sat., mellyeknek minden külön 
határvonala egy-egy öl, láb, hüvelyk ’sat. Innen a’ 
tömeg’ lartalmónak mérését nevezik koczkaításnak is 
(cubalura solidorum).

I. A  párlapok* tömegtartalmának méréséről.

164. §.

Az ugyanazon fenekű és magosságú párlapok' tö
megtartalmaik egyenlők.

Hogy ezen állítmány általános legyen: két esetet 
különböztessünk meg, t. i. 1) ha a1 felvett párlapok 
oldalról két egyközü síkok között feküsznek; és 2) 
midőn oldalról nem egyközü síkok közötí feküsznek. 

no. 1—só eset. Az AM és EM párlapoknak (id. 140.)
közös fenekük az IKLM,—magosságuk pedig, mellyel a’ 
BE és DG vonalak’ kihúzása által származott AI1 lap ha
tároz, a’ feltétel szerint, egyenlő. A’ két párlap’ egy
mást keresztül-metszésénél húzható metszék-vonal =  
NO. Ezen vonalak’ kihúzása által származnak itt négy 
háromszögű szögoszlopok, mellyek az egész tömeget 
keresztbe vágják, u. m. egyik az, mellynek fenekét 
mutatja a’ CGL háromszög, egyik oldalfalát az AG lap, 
másiknak irányát az LI határvonal, ésígy ez tac AGLl 
háromszögű szögoszlop; — másik az, mellynek fenekét 
mutatja a’ DHM háromszög, egyik oldalfalát a’ BH lap, 
másiknak irányát az MK határvonal, ésígv ez =BHKM 
háromszögű szögoszlop ; — harmadik az, mellynek fe
nekét mutatja a’ DGN háromszög, — egyik oldalfalát a’ 
BG lap, másiknak irányát az NO metszés-vonal,— ésígy 
ez =  BGNO háromszögű szögoszlop; — negyedik az,



mellynek fenekét mutatja az LMN háromszög, — egyik 
oldalfalát az LK fenék, másiknak irányát az NO vonal, 
— ésígy ez — LKNO háromszögű szögoszlop.

Már könnyű megmutatni, hogy:
a c g l  =  a d iim

mert CL =  DM, GL =  HM, CG =  DH (mivel CD 
=  GH, a’ DG pedig közös pótlék.) Továbbá: 

egyközény AECG =  BFHD ’sat.
A  -gű szögoszlop AGLI — / \ - g ü  szögoszl. BHMK; 
továbbá: szögoszl AGLI -4- szögoszl. LKNO =

=  szögoszl. BHMK -I- szögoszl. LKNO. 
továbbá: sz.oszl. AGLI -1- sz.oszl. LKNO— sz.oszl. BGNO 

== sz. őszi, BIIMK-f-sz.osz/. LKNO—sz.oszl. BGNO. 
következőleg: pdrlap AM =  párlap EM.

2-dik eset. A’ 141-dik idomon vannak az AB és 
CB párlapok, mellyeknek közös alsó fenekük a’ BF, 
felső fenekeik AG, és CÍI pedig ugyanazon El síklapon 
feküsznek, — de oldalfalaik nem esnek két egyközü 
síkok közt. Ezen párlapok is temegtartalmukra nézve 
egyenlők. Mert gondolván egy harmadik párlapot DB, 
mellynek alsó feneke ugyanazon FB egyközény , melly 
ama két párlapé,— a’ felső feneke Dl pedig amazokéival 
ugyanazon síkon az El-n esik, — végre IL oldalfala a’ 
IIL-cl, és IK oldalfala a’ GK-val ugyanazon síkon es
nek : tehát látnivaló, hogy

párlap AB =  párlap DB, 
és pár lap CB =  pdrlap DB ; 

következőleg, párlap AB =  párlap CB.

All tehát általában ezen szabály, hogy az egyenlő 
fenekű és magosságú párlapok’ tömeglartalmaik egyen
lők ; — és bármelly ferde párlap egyenlő tartalmú azon

10 *



egyenes párlappal, mellynck feneke és magossága ama- 
zéval egyenlő.

M2. Az ollyan egyenes párlap is AII(id. 142.) mellynek 
feneke AF, ferde egyközény, egyenlő tartalmú az 
ollyan párpárlappal, mellynek magossága amazéval,— 
párlag-feneke AK pedig, amannak fenekével (96. §. 
szerint) egyenlő. Mert ezen két felvett párlapoknak 
közös fenekük gyanánt vevén az ABCD egyközényt: 
azoknak általellenes fenekeik, mellyeket most oldalfalak 
gyanánt tekintünk, ugyanazon két egyközii síkokon fe- 
küsznek,— ésígy ezen párlapok az ezen §-han előadott 
első esel alá esnek.

Innen bármelly párlap egyenlő tarlalmú azon pár
párlappal , mellynek feneke ennek fenekével, és ma
gossága ennek magosságával egyenlő.

165. §.
M3. Két párlapok’ tömeg tart almai, ha fenekeik egyenlők, 

olly viszonyban vannak egymáshoz, mint magosságaik.
Legyen azon két párlap AM és AH, mellyeknek 

fenekeik egyenlők. Ha az AH kisebbik párlapot rá tesz- 
' szűk a’ nagyobbikra úgy, hogy feneke annak fenekére 

essék ; mivel azok egymást elfedik : látnivaló , hogy 
tömegeik is elfedik egymást ollyan magosságig, a’ 
mekkora a’kisebbik párlapé =  AE-ig. Tegyük fel, hogy 
a’ kisebbik’ magossága AE felényi mint a’ nagyobbiké 
A I: akkor a’ kisebbik púrlap’ tömege, a’ nagyobbik 
párlap’ tömegének felét fedi el; — ha AE =  \  AI : 
akkor az AH párlap’ tömege az AM párlap’ tömegének 
^ részét fedné el, ’sat. Nyilván van tehát, hogy a’ pár- 
lapok’ tömegtartalmai, ha fenekeik egyenlők, olly vi
szonyban vannak egymáshoz, mint magosságaik : 

párlap AH : párlap AM =  AE : AI.



166. $.

Két bárminő pár-párlapok’ — AG, AM— (id. 144.) 
tömegtartalmai ólig viszonyban vannak egymdzhoz, mint 
egy egy testszögletüket képző három határ vonalaik' sok
szor ozmányai.

Képzeljük ezen két pár-párlapot úgy lenni egy
másban, hogy mindeniknek egy testszöglete A  össze
essék. Továbbá a’ mint az AG párlap’ fekvő feneke 
CG az AM párlapot metszi: ugyanollyan magosság
gal, az AM párlap’ vastagságával =  CD, — de az AG 
párlap’ szélességével =  DE =  AB csináljunk egy
3-dik párpárlapot =  AE ; és még 4-dik párpárlap lesz 
az AM-böl ki metszett Ad.

Már: az AE és Ad párlapok, ha közös fenekük 
gyanánt a’ CDOA vétetik, úgy lesznek egymáshoz, mint 
magosságaik, t. i. AB: Ab. — Továbbá az AG és AE 
párlapok, ha közös fenekük gyanánt a’ CB szemben- 
esö fal vétetik, úgy lesznek egymáshoz, mint magos
ságaik, t.i. AB: AO. — Végre az Ad és AM párlapok, 
közös fenekük lévén az AS, úgy vannak egymáshoz, 
mint magosságaik, t.i. AC: AI. — Tegyük egymás 
alá ezen 3 arányokat: lesz

AE : Ad =  AB : Ab.
AG: A E =  AP: AO,
Ad: A M =  AC: AI:

az elő- és utótagokat egymással sokszorozván, és az 
egyenlő sokszorozókat kihagyván:

AG: AM =  AB x AP x  AC: AbxAOxAI.
Köveik. 1) Mivel A Bx AP.és Ab AO nem egyebek, 

mint illetőleg a' két felvett párpárlap’ fenékterületei: 
látnivaló, hogy a’ feltett állítmányt így is mondhatjuk:



a\* pdrpárlapok’ tömegtartalmai úgy vannak egymáshoz, 
mint fenekeiknek magosságaikkali sok szór ozmdnyai.

Miből ismét következik , hogy ha magosságaik 
egyenlők: tömegtartalmaik úgy vannak egymáshoz, mint 
fenék-udvaraik.

Köveik. 2) Ha az AG párpárlapol (id. 145.) az ag 
kocákéhoz viszonyítjuk, melly koczka valamelly tömeg- 
mértéki egységet képezzen, — mellynek tehát minden 
külön határvonala valamelly hosszmértéki egység, — 
ésígy minden külön fala valamelly udvarmértéki egy
ség : illyen arány lesz:

AG: ag== AB X AD X  AE : a b x a d x a e  
vagy: AG: 1 — AB X AD x  AE : l x l X l  
innen: AGx 1 X  1 X l  = A B x A D x A E x  1 
innen: AG =  AB x  AD x  AE.

Látnivaló tehát, hogy a’ pdrpárlap, tömegtartalma 
kijő, ha három összemenő határvonalai ( számokkal k i-  
fejeztetcén) egymással sokszorozlatnaft. És mivel A Bx 
AD =  fenék-udvar: más szókkal így mondhatjuk: a’ 
párpárlap' tömegtartalma kijő, ha a• fenékudcar a* ma
gossággal sokszoroztatik.

Vagy más szókkal: a' párpárlap' tömeg tartalma, 
valamelly tömegmértéki egység' tartalmához épen azon 
viszonyban van : mint 3 összemenő határvonalai’ sok
szor ozmány a. — a’ megfelelő conalmértéki egységhez.

Kötetk. 3) Mivel a’ koczkának 3 összemenő — 
sőt minden — határvonalai egyenlők: látnivaló, hogy 
a koczka' tömegtartalma annyi, mint egy határvonalának 
koczkahatránya. És n számtanban a’ koezkahatedny 
elnevezés épen innen ered.

Innen a koczka' tömegében annyi tömegmértéki 
egységek találtatnak, a' mennyit mutat egyegy határ-



vonalában levő* ugyanazon nevű hosszmértéki egysé
geknek koczkahalványa. P. o. egy kócska ölben van
6 5 '== 216 koczka-láb (ha 6 láb tesz egy hosszmértéki 
ölet), — vagy =  1000 koczka láb, (ha 10 láb tesz 
egy hosszmértéki ölet. — Egy koczka-lábban van =
123 =  1728 koczka hüvelyk (ha 12 hüvelyk tesz egy 
lábat) ’sat. Innen látnivaló, hogy a’ melly viszonyban 
vannak a’ hosszmértéki kisebb egységek a’ nagyobbak
hoz: azon viszonynak koczkahatványában lesznek az 
ugyanazon nevű tömegmértéki kisebb egységek, az 
ugyanazon nevű nagyobbakhoz. — Azonban már láttuk 
a’ 95-dik §-ban, hogy az udvarmértéki egységek a’ 
hosszmértékieknek négylegviszonyában vannak. Ésígy : 

hosszmértéki ö l: láb =  6: 1 
udvarmértéki □  öl: □  láb. =  36: 1 
lömegm. koczka öl: koczk. láb 216: 1 ’sat.

Köveik. 4) Bárminő párlap’ tömegtartalma annyi, 
mint fenékudvarának magosságávali sokszorozmánya.— 
Ez egyenesen folyik abból, hogy bárminő párlap, egyenlő 
tartalmú az ollyan egyenes párlappal, mellynek ma
gossága ezével ugyanaz, fenekeik pedig egyenlők; — 
és hogy ismét ezen egyenes párlap egyenlő tartalmú 
az ollyan párpárlappal, mellynek magossága ezével 
ugyanaz, — fenekeik pedig egyenlők (lásd 164 §.) — 
E’ szerint általában mondhatni: hogy az egyenlő fenekű 
és magasságú párlapok’ tömegtartalmaik egyenlők.

II. A ’ szögoszlopok (prismata) tömegtartalmának 
méréséről.

167. $.

Bármelly háromszögű szögoszlop ABC4 (id. 146.)



egyenlő azon egyenes háromszögű szögoszloppal Abc 
mellynek határvonala A!A ugyanaz; — feneke pedig 
Abc az előbbi szögoszlopból olly metszek, melly az A  A  
határvonalra függőleges.

Ugyaniá: a’ szögoszlop’ fogalma szerint KA! =  BB7 
= C C 7; és a’ szerkezet szerint A A7= b b 7= c c 7; Innen BB' 
= b b 7, CC '=cc7. Ez így leven, ha az A7b7c7 háromszöget, 
a’ vele egyenlő Abc-re felvisszük: a’ B7b7 és C'c' vonalak 
mellyek az A7b7c'-re függőlegesek, épen össze fognak 
esni a' Bb és Cc-vcl, mellyek az Abc-re függőlegesek; 
ésígy a’ B7 pont a1 B -re , a’ C7 a’ C-re fog esni; — 
ésígy az A7b7c C'B7 tömeg, az AbcCB tömeggel össze
esik; ésígy azok egyenlők. — Már az AbcA7B7C7 tö
meghez, ezen egyenlő tömegek közül ha előbb az egyi
ket, azután a' másikat adom: ezen két ízben szárma
zandó két tömegek egyenlők lesznek. Ugyde egy
részről származik az Abc' egyenes-, más részről az 
ABC7 ferde háromszögű szögoszlop : — ezek tehát 
egyenlők.

168. $.

i<j u7. Azon két háromszögű szögoszlopok, mellyekre bár
minő párlapot felosztani lehel, egyenlők, (id. 147.)

Ugyanis a’ BB7 és Dl)' általellenes határvonalokon 
szögellö falat húzván, feloszlik az A7C párlap két há
romszögű szögoszlopra ABD7, és D7C'B-re. Ha az A'C 
párlap, ésígy ezen szögosalopok is ferdék: messiik 
keresztül a' párlapot egy olly siklappal, melly a’ BB7 
és DD' határvonalakra függőleges legyen; ezen sík- 
lap-mctszék abrd egvközény, ésígy A  abd =  A  bde. 
Már a/.on egyenes szögoszlop, mellynek feneke volna 
=  abd. magossága pedig =  BB7, egyenlő azon ferde
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szögoszloppal, mellynek feneke =  A'B'D', magossága 
pedig =  BB' (167. $$). Továbbá azon egyenes 
szögoszlop, mellynek feneke =  bdc, magossága =  DD', 
egyenlő azon ferde szögoszloppal, mellynek feneke == 
BCD, magossága =  DD'. — Űgyde mivel A abd =  
Abdc, és B B '= J)D ': az említett egyenes szögoszlopok 
egymással egyenlők; — ésígy a’ ferdék is , ARD' 
és D'C'B, mellyekre az A'C párlapot feloszthatni, 
egyenlők.

Köveik. 1) Bdrmelly háromszögű szögoszlop’ tö
megtartalma felényi, mint a’ kétakkora fenekű, és 
egyenlő tnagosságú párlápé.

Követk. 2) A  háromszögű szögoszlop’ tömege kijó, 
ha háromszög-feneke magosságával sokszoroztunk.

Követk. 3) Mivel a’ sokszögű szögoszlopot annyi 
háromszögű szögoszlopokra lehet feloszlatni, a’ hány 
háromszög telik ki sokszögű fenekéből: látnivaló, hogy 
bármelly sokszögű szögoszlop’ tömegtartalma kijö, ha 
a’ fenéksokszöget képző háromszögek’,összege, vagy 
más szóval, ha a’ sokszög-fenék a’ magossággal sok -  
szoroztatok. — Ha a' sokszögű szögoszlop szabályszerű, 
azaz, ha feneke rendes sokszög: akkor tömegtarlalma 
kijő, ha félkeritése az apothemával,, ’s ez ismét a’ ma
gossággal sokszoroztatik, — tehát a’ 161. §. szerint 

szabálysz. szögoszl. tömege —  ^ na X t X h ; 
és ha a’ szögoszlop felette sokoldalú, úgy hogy fenék
sokszöge a’ körhöz közelit, ésígy ennek kerítése a’ kör" 
körületével (P ), — apothemája pedig a’ sugárral (R) 
igen egyenlő: akkor a’ szabálysz. szögoszl. töm. =  ^ PR 
X H.

Köveik. 4) Két szögoszlopok’ tömegei úgy vannak 
egymáshoz, mint fenekűknek magosságukkali sok szó-



rokmányai • — ha fenekeik egyenlők, úgy vannak, mint 
magosságaik; — ha magosságaik egyenlők, úgy vannak, 
mint fenekeik; — végre ha mind fenekeik, mind ma
gasságaik egyenlők: akkor tömegtartalmaik is egyenlők.

III. A ’ négy lapnak' ( lelraédra) ,  csúcsoszlopok* 
(pyramides), és bárminő sok lapnak' (polyedra) tömeg— 
tartalmának méréséről.

169. §.

Két négylapúak tömegtartalmukra nézve egyenlők, 
ha fenekeik és magasságaik egyenlők.

Mielőtt ezen tétel’ bizonyításához fognánk, győződjünk meg 
e’ kővetkező állítmány’ igazságáról, hogy: ha egy változtat
ható mennyiség X, két nem változtatható mennyiségek 
A és H közül mindegyikhez „egyenlően“ közelíthet, a’ 
meddig csak akarjuk: azon két, A és tí} mennyiségek 
egyenlők. Ugyanis, ha néni volna A =  B, —akkor köztök volna 
valami különhség =  d. Már minél inkább közelitne az X az 
A-hoz: annál inkább nőne az X és B közli különbség; és ha 
az X az A-val épen egyenlővé lenne: akkor az X és B közli 
különbség egyenlő lenne a’ rf-vel. Esígy nem történhetnék 
az, hogy az X mind az A-hoz, mind a' B-hcz egyenlően kö
zelíthessen.—  Látnivaló tehát, hogy ez csak akkor történhetik, 
ha A =  B.

Már a’ felvett állítmányt illetőleg: vegyünk fel két 
négylapiit, ’s a’ mi műtétéit véghezviszünk az egyiken, 
értsük azt a’ másikra nézve is. (id. 148.)

Legyen tehát SABC négylapú; — szeljük azt az 
ABC fenékhez egyközű síklapok által annyi szeletekre, a’ 
mennyire akarjuk, de egyenlő magosságúakra. Példmil 
szeljnk 3 szeletre, az A'B'C' és A"B"C" metsző
lapok által. — Az A és B, A' és B ', A" és B" pon-



tokból húzzuk az AD és BE, A'D' és B 'E ', A"D" és 
B"E" vonalakat, az SC határvonallal egyközüleg, — 
mellyeknek magosságukat a’ metsző lapok, vagy azok 
folytatásai határozzák. — Már úgy képzelhetjük, mintha 
minden szelet’ határfalainál képeztetnék két két há
romszögű szögoszlop, egyik a’ nagyobb vagy alsó-, 
másik a’ kisebb vagy felső metsző-lappal, mint fenékkel 
képezve, — a1 nagyobb szögoszlop külső, — a' kisebb 
belső, — a1 külső nagyobb mint a’ négy lapúnak azon 
határfalak közt eső szelete, — a’ belső pedig annál 
kisebb, — ’s így a’ szelet’ tömege azon két szögoszlop’ 
tömege közt esik. íg y : az első szelet ABCA'B'C' esik 
a’ külső ABCDEC' és belső acCA'B'C' szögoszlopok 
között; — a’ második szelet esik az A'B'C'D'E'C" 
külső, — és hdC'A"B"C" belső szögoszlopok között, — 
így tovább egész az utolsó SA"B"C" szeletig, — melly- 
nek már csak külső szögoszlopa van A"B"C"D"E"S, 
— belső nincs.

Minél több szeletekre osztjuk fel a’ négylapút, vagy 
minél közelebb esnek egymáshoz az említett szögosz
lopoknak alsó és felső fenekeik : annál kisebb lesz a’ 
különbség az ugyanazon szelethez tartozó külső és 
belső szögoszlopok’ fenekeik között, ’s —, mivel magos
ságaik egyenlők, — annál közelebb járnak egymáshoz 
azoknak tömegeik is, — ’s így az azok közti különb
séget végetleniil lehet kicsinyítni, — ’s ha egyenlőkké 
lennének, akkor mindegyik egyenlő lenne a’ négylapú’ 
illető szeletének tömegével, — szóval, mindegyik vé- 
gelleniil közelíthet a’ négylapú’ illető szeletének tö
megéhez. E’ szerint mind a’ külső-, mind a’ belső 
szögoszlopok’ összege végetlenüí közeliihez az egész 
négylapú’ tömegéhez.



Ha a’ másik egyenlő fenekű és magosságú négy— 
lapún is, épen illyen vonalakat ’s lapokat húzunk: azon 
is épen illyen szeletek és szögoszlopok állnak elő, — 
’s azokat is épen a’ mondott szabályok illetik. És mivel 
a’ két négylapúnak egyenlő magossága egyenlő ré 
szekre osztatik, — felvévén a’ külső (akár a’ belső-, 
de már csak az egyikféle) szögoszlopokat, ezek a’ 
két négylapún párjával megfelelőleg mind egyenlők; 
— ésígy az egyik négylapú’ külső szögoszlopainak 
összege S , annyi, mint a’ másik négylapú’ külső szög- 
oszlopainak összege S'. — Már az egyik négylapú’ 
tömegét nevezvén V -nek, a’ másikét V '-nek: mind 
az S a’ V-hez, mind az S' a’ V'-hez végetlenül köze
líthet; vagy mivel S =  S ': az S mind a’ V-hez mind 
a’ V'-hez végetlenül közelíthet. Mivel tehát az S, vál
toztatható mennyiség, ama két nem változtathatóhoz 
(V és V') t. i. a’ két egyenlő fenekű és magosságú 
négylapúak’ tömegéhez egyenlően közelíthet: látnivaló, 
hogy ezen két tömegek egymással egyenlők.

170. §.

wim. Bdrmelly négylapúnak SABC fid. 149.) tömeg tar
talma annyi, mint fen ék udvarának magossdgdvali sok- 
szorozmdnydból egy harmadrész.

Ugyanis : könnyű megmutatni , hogy bármelly 
négylapú a' vele egyenlő fenekű és magosságú szög
oszlopnak egy harmad-része. ~  Csináljunk az SABC 
négvlapúval egyenlő fenekű és magosságú szögoszlopot 
=  AD. — Ezen szögoszlopot három egyenlő négy- 
lapúakra lehet feloszlatni. T. i. először is vágjunk met
sző lapot az S csúcsból az AC határvonal felé,— ez állal 
lemetszek n’ szögoszlopból épen a’ felvett SABC négy-



lapul; és még olt maradt a* SACDE négyszögü csúcsosz
lop, mellynek tetöcsúcsa az S, feneke pedig az ACDE 
lap. Most vágjunk ismét metszölapot az S csúcson és AD 
szögellőn keresztül; ezáltal az SACDE négyszögü 
csúcsoszlop feloszlik két négylapúra, SAED, és SACDre, 
mellyek egymással egyenlők, mivel mindeniknek tetö
csúcsa az S , ésígy magosságuk egyenlő, — azonban 
fenekeik is egyenlők, AED =  ACD. -  Továbbá az 
SAED csúcsoszlop egyenlő az SABC-vel,—mivel ha az 
SAED-nek fenekeül vesszük az ESD-t, akkor tetöcsú
csa az A, — az SABC-nek pedig fenekeül vévén az 
ABC-t, tetöcsúcsa az S, — e’ szerint látnivaló, hogy 
fenekeik és magosságaik egyenlők. Ésígy:

csúcsoszt. SAED =  csúcsoszl. SABC,
„ „  SAED =  „ „  SACD,

ésígy : SAED =  SABC =  SACD.
Látnivaló tehát, hogy az AD szögoszlopnak azon 

három részei, mellyek közül egy a’ szögoszloppal 
egyenlő fenekű és inagosságú négylapú, egymással 
mindnyájan egyenlők, ésígy a’ négylapú a’ szögosz
lopnak egy harmadát teszi. Ésígy a’ négylapú’ tömeg- 
tartalma kijő, ha fenékudcara, magasságának egy har
madrészétel sokszoroztunk.

171. S-

Bár melly csúcsoszlop’ (pyramis) tömegtartalma 
annyi, mint a? fenékudrarnak a' magossággali sokszoroz- 
mányából egy harmadrész.

Ugyanis, mint a’ 149 §-ban látónk, minden csúcs
oszlopot fel lehet osztani négylapúakra, mellyek mind 
egyenlő magosságúak lesznek a’ csúcsoszloppal, — fe-



nekeik pedig összesen teszik a’ csúcsoszlóp’ fenekét. 
Már ezen négylapúak’ tömege külön külön annyi, mint 
illető fenekük’ és magasságuk’ sokszorozmányának har
mad-része 5 — ésígy mindezen négylapúaknak együtt, 
vagyis a’ felvett csúcsoszlopnak tömege annyi, mint 
mindazon négylapuak’ fenekeinek együtt, vagyis a fel
vett csúcsoszlop’ fenekének magosságávali sokszoroz— 
mányának egy harmad-része. — Ha a’ csücsoszlop sza
bályszerű : akkor annak tömegtartalmn =  ( l/2 naxlX h): 3

— Pa *  És ha végetlen sokoldalú: akkor tö -
6

megtartaíma (1. §. 168. köv. 3) =  ( '/ 2 PR X H ) : 3  
== PRH 

6
Köveik. i.J  Bárminő csúcsoszlop az ugyanazon fe

nekű és magosságú szög-oszlopnak egy harmad — 
része.

Köveik. 2.) Két csúcsosz/opok’ tömeg tartalmai úgy 
vannak egymáshoz, mint fenékudvaraiknak magossá— 
gaikkali sokszorozmányai; — és úgy vannak, mint csu
pán magosságaik, ha fenékudvaraik egyenlők ; végre 
egyenlő tömeg tartalmúak, ha fenekeik és tnagosságaik 
egyenlők.

Követk. 3.J Miután a’ 152. §. szerint a ’ csonka csúcs- 
oszlopnak, mellynek alsó és felső egyközü fenekei, és 
magossága kiadatvák, egész csúcsoszlopra kipótoló ma
gosságát ki tudjuk keresni: — ha mind az egész csúcs
oszlopnak, mind n’ csonkát egészre kipótoló kis csúcs
oszlopnak, külön külön tömegeit kiszámítván, á’ kis 
csúcsoszlop’ tömegét az egész nagy csúcsoszlopéból 
kivonjuk, ott marad a’ csonka csúcsoszlop' tömege.



127 $.

A’ csonka háromszögű szögoszlop’ ABCA'B'C' ( id. 
105) tömege annyi, mint összesen három négylapúak’ 
tömege; mellyeknek közös fenekük, a’ csonka szögosz
lop' fenekei közül egyik ABC, — tetőcsúcsaik pedig az 
általellenes fenék’ szögletei A', B ‘, C',

Ugyanis: a’ B' csúcsból húzzunk metszölapokat, 
mellyek közül egyik az AC határvonalon, másik az 
AC' szögellön menjen keresztül. Ekkor a’ csonka szög
oszlop három négy lapúra lesz felosztva, B'ABC, B ACC', 
és B'AA'C'-re. Ezek közül az elsőnek feneke maga a’ 
szögoszlop’ feneke ABC, teteje a’ B/ De a’ másik 
kettő nem azok, mellyeket az állítmány kíván; azonban 
könnyű megmutatni, hogy azok a’ kívánt C'ABC és 
A'ABC négylapúakkal megfelelőleg egyenlők.

T. i. négylapú B'ACC', fenekeül vévén az ACC'-t, 
és tetöcsúcsául a’ B '-t, egyenlő a’ BACC' négylapú- 
Val, ennek is fenekeül vévén az ACC'-t, ’s tctöcsú- 
csaúl a1 B -t, — mert ezen két négylapúak’ magossága 
egyenlő, mert tetöcsúcsaik B' és B, ugyanazon B B, 
fenekükre egyközü, vonalon feküsznek. — Úgyde a ’ 
BACC' négylapút úgy is vehetjük, mint a’ meilynek 
feneke az ABC, tetőcsúcsa pedig a’ C'-ben van. És ez 
már azon négylapú, melly az állítmányban kívántatik. — 
Épen illyen módon lehet megmutatni, hogy a’ B'AA'C' 
négylapú egyenlő az A'ABC négylapúval. — Ésígy 
csak ezen 8 négylapúak’ tömegeit kell kikeresni, — 
azokat összeadni,—’s ezen összeg annyi, mint a’ csonka 
háromszögű szögoszlop’ tömege.

Köreik. A ’ csonka háromszögű szögoszlop’ tömege 
kijö, ha annak egyik feneke, o* másik fenék’ szögletei-



bői reáhúzható függőleges rónaiak’ összegének harmad
részével sokszoroztatik. Ha egyenes a’ csonka szög- 
oszlop : akkor a’ függőleges vonalak, a’ szögoszlop’ 
határvonalaival épen egyenlők.

173. §.

A  csonka egyenes párlapnak, és csonka pár-pár— 
151 lapnak tömegtartalma annyi, mint fenékudvarának, az  

ezen fenékre függőleges négy határvonalak’ összegének 
negyedrészéveli sokszorozmánya. (id. 151.)

Ennek megmutatása végett, jegyezzük meg elsőben, 
hogy az AC' és BD' szögszelő lapok, oldalmások, 
mellyeknek közös metsző-vonaluk, a’ II'H, olly egye
nes vonal, melly mind a’ két oldalmás’ talpvonalaitól 
egyenlő távolságra van, — mert a’ két fenéket ABCD 
és A'B'C'D'-t metsző szögellö vonalak’ metszéspont
jait H-t és HM köti össze, ’s így egyrészről a’ 1> 
és B, D' és B', más részről az A és C, A' és C ' 
pontoktól egyenlő távolságra van. — Innen ugyanazon 
H'H =  y s (AA' + C C 0  =  %  (BB' -+- DDO mint fen
tebb tanultuk. Következőleg: A A' -h  CC' =  BBA 
-4- DD'

Ez így lévén: a’ felvett csonka párlap az AC' 
szögszelö lap által feloszlik két csonka háromszögű 
szögoszlopra, ABCA'B'C' és ADCA'D'C'-re.

Már a’ 127. §. szerint:
tömeg ABCA'B'C' =  udv. ABC x  'A  (AA'h-BBM-CC'); 
tömeg ADCA'D'C' =  udv. ADCx l/ 3(AA'-4-DD'->-CC0; 
ezeket összeadván, ’s megjegyezvén, hogy ABC=ADC: 
tömeg ABCDA'B'C'D'= udv. ABC X / 3 (2 A A' -+- 2C C' 

-4- BB' -h  DDO



Ha márBB' -f- DD' helyett az AA' CC'-t tesz- 
szük: lesz :

tömeg ABCDA'B'C'D' =  udv. ABC X (AA' -+- CC') 
v. töm. ABCDA'B'C'D'== udv. ABCD x  %  (AA' -4- CC') 

vagy végre:
tömeg ABCDA'B'C'D' ~  udv. ABCD x  ^(A A '-rf-CC ' 

-f- BB' -+- DDO.
Ez a’ mit meg kellett mutatni.
Követk. A’ párlapra nézve az előbbi képletet illy 

alakba lehet önteni: . . ,  BR/
tömeg. ABCDA'B'C'D' =  AB.BC x  (  V  H"

CCM-JOD'^ 4

=BCx(w ± ? » i . J  ^ (cĉ dd°.ab)
4  4  f

=V -B C X (
(AA' -+- BB') , (CC' -I- DD')
-------------- .AB + ------ --------- a b )

’s végre megjegyezvén, hogy AB =  DC: 
tömeg. ABCDA'B'C'D' =  ')■ /(A A ' -+- BB').AB 

(CC'-t-DD').DC | BC ( -------- 2~-------------k
2 /

I gydc ezen egyenlet’ második részének nagy kor
látjai közt eső két tagok, az ABB'A' és DCC'D' két 
oldalmások udvarait fejezik ki, nielly oldalmósok épen 
a’ .kérdésben forgó csonka párpárlap’ általollenes egy- 
közü falai, — mellyeknek egymástóli távolsága ===:(BC. 
Innen tehát látnivaló, hogy a csonka {Hirpárlap’ 4ö- 
»eg tartalma annyi, mint az ált'átellenes egy közű .oldatfal- 
udvaroknak, az ezen két falak közötti távolsággal* sok-  

8Zorozmdnydnak fele.
Jepy*. Ezen mercsmudnt Jeliet alkalmazni műiden oljyan ^ömegda- 

raboknnl, meilyek kel-egymástól nem messze esó, egykori fa
lakkal bírnak, — bárminő legyen egyéb f e l  li  környezetük.

II. Rész. Tértan. 11



IV. A' soklapúak' tömegtartalmának arányosságáról.

174. §.

A ’ hasonló csúcsoszlopok' tömegtartalmai olly vi
szonyban vannak egymáshoz, mint megfelelő határvona
laiknak, vagy pedig magosságaiknvk koczkaliatványai.

Legyenek hasonló csúcsoszlopok sabcde, és SABCDE 
(id. 138.) lesz a’ 102. §. szerint:

abcde: ABCDE =  ab": AB .
Ugyde ezen csúcsoszlopok hasonlók lévén : megi'e- 

lelö határvonalaik, mind egymás között, mind illető ma
gosságaikkal arányosok $ ésígy:

ab: AB =  so : SO, 

innen: ab": AB" =  so": SO".
Ezen utóbbi, és a’ legelső arányban egy viszony 

ugyanaz lévén: lesz
abcde: ABCDE =  so": SÖ".

Ha ezen arányt ime másik aránynyal:
!/ 3 so : ]/ 3 SO =  so: SO 

tagról tagra sokszorozzuk, lesz: 

abcde X J/a so: ABCDE x  '/ ,  SO =  so" : SÖ \ 
Honnan látnivaló, hogy a’ hasonló csúcsoszlopok' 

tömegtart almai úgy vannak egymáshoz, mint magossá
gaik' koczkahatványai. De valamint ezen magosságok, 
a1 megfelelő határvonalakkal arányosok : úgy arányo
sok azoknak koczkahatványaik is egymással; követ
kezőleg:

— 3  ------ 3

tömeg sabcde: töm. SABCDE =  sa : SA =  

sb3: SB* sat.



Köveik. Ezen most megmutatott állítmányból egye
nesen foly, hogy bárminemű hasonló soklapúak’ tömeg
tartalmai úgy vannak egymáshoz, mint megfelelő határ
vonalaik’ koczkahatványai.

ÖTÖDIK CZIKKELY.

A ’ domború felülettel zárt tömegekről.

175. §.

Domború felüleltel zárt tömegek sokfélék lehetnek, 
a’ szerint, a’ mint felületeik különféle görbe vonalakból 
különféleképen származnak Az elemi mértan’ tárgyai 
csupán ollyanok lehetnek, mellyek körökből származ
nak, — kördomború tömegek — ; még pedig ezek kö
zül is csupán 3 félék, u. m. a’ körhenger, körkúp, és 
gömb. — Ezekről fogunk hát itt renddel beszélni. (Előle- 
ges ismereteket felölök lásd fentebb 140. §.).

%

I. Az egyenes körhengerről, — annak felületéről és tö
megtartalmáról.

176. §.

Az egyenes körhengerben a' fenékkel egyközűleg 
bárhol metszhető siklap, a* fenékkel egyenlő körterúlet, 
— mint ez a’ körhenger’ származásának (140. §.) adott 
fogalmából nyilván van.

Két egyenes, ugyanazon fenekű és magosságú kör
hengerek egyenlők, — mert egymás' helyébe tétethetők.

Két egyenes körhengerek Imsonlók egymáshoz, ha az 
őket képző páriagok hasonlók, ’s két megfelelő oldalvo-

11*



nalaik körül — mint tengelyeik körül — fordulnak meg, 
— vagyis ha tengelyeik fenék súg áraikkal arányosok.

Az ollynn szögoszlop, mellynek feneke a' körhen
ger’ fenekébe írotl rendes sokszög, — határvonalai pe
dig a’ körhenger’ tengelyével egy köznek , nevezte! ik 
hengerte-írott szögoszlopnak, — ’s éhezképest a’ hen
ger, körülírott-nak.

Az ollyan szabályszerű szögoszlop pedig, mellynek 
feneke a’ henger’ feneke körűi írott rendes sokszög, ’s 
határvonalai a’ tengelyijei egyközüek, neveztetik hen
ger-körül-ír ott szögoszlopnak, - és viszont a’ henger 
szögoszlopba írott hengernek. Ezen esetben a’ szög
oszlop’ falai a’ hengerre érintők-nek mondatnak.

Ha végtelen sokoldalú mind a’ körülír o tt, mind a’ 
beleíroft szögoszlop: akkor azoknak mind felületök, 
mind tömeglarlalmuk egymáshoz végetlen közel jár, — 
vagyis a’ különbség közlök végeflen kicsiny. Es mivel 
a’ minő viszonyban nagyobb a' hengernél a’ körülírott 
—, épen oilyanban kisebb annál a’ bele írott szögosz
lop: ha ezen szögoszlopok közt végetlen kicsiny a’ kü
lönbség : úgy közülök akármeliyik-, és a’ henger 
közt is végetlen kicsiny különbség van. Innen a’ henger’ 
felületének és tömeglarfalmának kifejezele épen az, a’ 
mi a’ szögoszlopé, — csakhogy a’kerítés helyett itt kö
rűidet, az apothema helyett sugárt veszünk.

177. §.

Az egyenes körhenger' oldalfelülete annyi, mint a 
fenék’ körkörületének az oldaltonallali sokszorozmdnya.

Ugyanis a’ végetlen sokoldalú szabályszerű szög
oszlop* oldnlfelűlete *= na X h, vagy a* kerítést P-nek.



a’ magosságot lí-nak nevezvén =  Pll. —Mivel pedig a’ 
kör’ köriilete ezen P-hez végetlenül közeljár, ha azt is 
P-nek nevezzük: lesz a’ henger’ oldalí’elülete =  PH. 
És mivel a’ körkörülel =  2VR (tudván a’ fentebbiek
ből , hogy ti —  3,14 =  az átmérőnek a' körülethezi 
viszonya, — R pedig =  sugár), — innen a’ henger’ 
oldal-felülete =2?rR x  H.

Továbbá a’ henger’ égész felületére nézve, még 
ezen 2ttR X H-hoz hozzá kell adni a’ két fenék-kör’ 
udvarát, mellyek közül egyik egyik =  2?rR x  V2R 
=  «R2, — ’s a’ kettő együtt =  2jrR~. innen a’
henger’ egész felülete =  2;rR x  H -4- 2ttR-, vagy 
=  2nR x  (R -+- H), kijöf ha a’ fenékköriilet annak 
sugarából és a' henger’ oldalvonalából eredő összeggel 
sokszoroztatik.

Köveik. A* hasonló egyenes körhengerek’ felületei 
ügy vannak egymáshoz, mint fenekeik’ sugarainak—, 
vagy pedig mint oldalaiknak négylegei.

178. §.

Az egyenes körhenger’ tömegtartalma annyi, mint a’ 
fenék’ udvarának a’ magossággali sok szór ozmánya.

Ugyanis a’ végellen sokoldalú szabályszerű szög
oszlop’ tömeglartalma ( Í 68. §. köv. 3.). =
X H. — Mivel pedig az otíani kerítéshez =  P, 
a’ kör’ kerülete, — ’s az ottani apothemához =  R, 
a’ kör’ sugára végetlenül közeljár: ha itt is a’ körületet 
P-nek, a' sugárt R-nek nevezzük: lesz a’ henger’ 
tömege =  J/2PR X H : vagy mivel P =  2 * R : lesz a’ 
henger tömege =  2*R X 1 - R X 11 =  n R2 x  H.



179. §.

m. i52. Azon tömeg ACDB (id. 152), melly hengeridomú 
területtel, és két nem egyközü fenékudvarakkal AB, 
CD, záratik be, neveztetik csonka hengernek

A’ csonka henger’ felületének és tömegtartalmának 
kiszámítására nézve, képzeljünk egy ép hengert AB', 
mellynek feneke akkora, tengelye pedig 0 0 ' kétakkora, 
mint a’ csonkáé, 80. Ezen ép hengerben a’ csonka 
henger kétszer van meg. — Ehhezképest:

1) A’ csonka egyenes körhenger oldal felülete annyi, 
mint tengelyének körfeneke" kör illet én éli sok szór ok
mánya.

2) Az egyenes csonka körhenger" tömegtartalma 
annyi, mint tengelyének a" kör fenék" udvar dvali sokszo- 
rozmdnya.

Kövctk. A’ hasonló egyenes csonka körhengerek’ 
tömegtarlalmai úgy vannak egymáshoz, mint a’ fenék
sugaraknak , vagy pedig a’ tengelyeknek koczka- 
hatványai.

II. A í> egyenes körkúpról, annak felületéről, és lö- 
megtartalmdról.

180. §.

m . 1 5 3 .  Ha az egyenes körkúpban (id. 153.) a' tengely’ 
mentiben metsző lap eresztetik, előáll egy egyenszárú 
háromszöglap SAB, melly a' kúpot szülő SAO három
szögnek kettőzete. Az ASB szöglet neveztetik a' kúp" 
középponti szögletének, — ASO pedig fél-középponti 
szögletnek.



Az AO fenékkel egyközű lap, kor-köri)lettel met
szi a’ kúp9 felületét. Mert ha az A'O' vonal függőlege
sen húzatik a’ tengelyre, ’s körülfordittatik: leír az a’ 
tengelyre függőleges körlapot, — ’s az A'O7 látnivaló, 
hogy sugár, mellynek szélső pontja A' irta az A'B' kö
rű letet.

A  SAO m  A  SA'O', innen :
AO: A'O' =  SO: SO' =  SA: SA';

azonban a’ körkörületek az ö sugaraikkal, — és a’ 
körudvarok a’ sugarak’ négylegeivel arányosok lévén, 
illy arányok állanak:

1) körűiét AO: körűiét A'O' =  AO : A'O' =
SO: SO' =  SA : SA'.

2") körudvar AO: körudvar A'O' =  AO‘:A O '2
=  SO~: SO' ' =  SA‘ : SA'"' azaz: a‘ fenékkel egy
közű metszékek* sugarai és körületei, arányosok ezen 
melszékeknek a’ kúp' letejétőli távolságaival; — és ezen 
metszékek1 udvarai arányosok azon távolságok1 négy- 
legeivel.

181. §.

Kél egyenes körkúpok egyenlők, ha fenekeik és m a-i* is» 
yosságaik egyenlők, mert egymás helyébe tétet
hetnek.

Kél egyenes körkúpok hasonlók, ha hasonló egye
nes-szögű háromszögek által úgy származnak, hogy 
azok megfelelő oldalaik körül fordulnák meg; — vagyis, 
ha tengelyeik fenék-sugaraikkal arányosok.

A  fenékkel egyközű metszölap, kimetsz a* körkúpból 
egy kisebb SA 'B  körkúpot, melly a' nagyobb SAB kör-  
kúphoz hasonló.



18i. §.

id. 153 Az egyenes körkúpnak azon darabja AAB'B, melly 
az SA'B' kis kúpnak lemetszetése után fenmarad, ne
veztetik csonka kúpnak. — Az alsó fenék’, és a’ felső 
metszék’ udvarai neveztetnek a’ csonka kúp’ fenekei
nek; mikor ezek egyközüek, a’ csonka kúp egyközű 
fenekűnek neveztetik.

Az egyközű fenekű egyenes csonka körkúp’ szárma
zását úgy lehel képzelni, mintha az AA'O'O oldalmás, 
a’ fenékre függőleges (XV oldala körül, mint tengely kö
rül, megfordulna.

Két egyenes csonka körkúpok ,,hasonlókí( akkor, ha 
hasonló oldalmások által származnak; — és ezeknél a ’ 
fenék-ing arak, a’ tengelyek, és a’ határvonalak ará
nyosok.

183. §.

Az ollyan csúcsoszlop (pyramis), mellynek csúcsa 
a’ kúp’ csúcsával összeesik, feneke pedig a’ kúp' fe
nekébe írott rendes sokszög, neveztetik kúpba írott 
csúcsoszlopnak, — ’s viszont a’ kúp, körillirott kúpnak.

Az ollyan csúcsoszlop pedig, mellynek csúcsa a' kú
péval összeesik, feneke pedig a’ kúp feneke körül írott 
fendes sokszög, neveztetik körülírott csúcsoszlopnak. 
Ezen esetben a’ csúcsoszlopí falai a’ kúpra érintőknek 
mondatnak.

Ha végeden sokoldalú mind a’ beleírott, mind a’ kö
rülírod csúcsoszlop: akkor azoknak mind felületük, mind 
tömcgtartalmuk egymáshoz végctlenül közel jár, — 
vagyis a’ különbség közlök végeden kicsiny. Es mi-



vei a’ minő viszonyban nagyobb a’ kúpnál a’ körülírott 
—, épen ollyanban kisebb a’ beleírott csúcsoszlop ; ha 
ezen csúcsoszlopok közt végellen kicsiny a’ különbség: 
úgy közülök akármellyik-, és a’ kúp közölt is véget- 
len kicsiny különbség van. Innen a’ kúp’ felületének, 
és tömegtartalmának kifejezete épen az, a’ mi a’ csúcs
oszlopé : csakhogy a" kerítés helyett itt körületet, — az 
apolhema helyeit sugárt veszünk.

184. §.

Az egyenes körkúp’ oldal felülete annyi, mint oldal
vonalának fenék-körű le téveli sok szór ozmánydnak fele•

Ugyanis a’ végetlen sokoldalú szabályszerű csúcs- 
oszlop’ oldalfelülete =  \  2nax h , vagy a’ kerítést 
P-nek nevezvén — l/ 2 Ph. Mivel pedig a’ kör’ kö- 
rülete ezen P-hez végetlenül közeljár, — ha azt is P- 
nek a’ kúp’ oldalvonalát pedig A-nak nevezzük: lesz 
a’ kúp’ oldalfelülete =  ' 2 PA. — És mivel a’ kör’ kö
rül ete =  2?rR : innen a’ kúp’ oldalfelülete =  jtR A.

Továbbá a’ kúp’ egész felületére nézve, még azon 
oldalfelülclhez srRA-hoz hozzá kell adni a’ fenék’ ud
varát =  *R ’ ; ésígy lesz a’ kúp’ egész felülete =  ?rRA 
-+- »R2, vagy =  .-tR(RH-A). — Azaz a’ kúp’ egész 
felülete kijő, ha a’ fenék-kör’ körűiét ének fele, a’ fenék- 
sugárból ’s a’ kúp’ oldalvonalából eredt összeggel sok
szoroztad.

Követk. A ’ hasonló egyenes körkúpok’ felületei úgy 
vannak egymáshoz, mint fenéksugaraiknak, vagy ten
gelyeiknek, vagy oldalvonalaiknak négylegei.

185. §.

Az egyközü fenekű egyenes csonka körkúp' domború ol- ijisí.



dal felülete annyi, mint az oldalvonalnak a’ kétfenék-kö— 
rület' félösszeg év éli sokszoroznuínya *, — vagy pedig, 
mint az oldal-vonalnak, a’ két fenéktől egyenlő távol
ságra eső körszeleV körűletéveli sokszorozmdnya. — 
(id. 154.)

1) Az SAB lapon, melly nz SO tengely’ mentiben 
húzatik, húzzunk az SB-re függőleges vonalat, ’s azon 
vegyünk fel akkorát, melly az AO sugárral képződő 
kör’ körűidével egyenlő legyen =  BC $ — kössük össze 
az S és C pontokat =  SC ; — ’s húzzunk a’ BC-vel 
egyközüleg B'E-t. Ekkor B'E =  kör-körület A'B'. 

Ugyanis A SBC m  A  SB'E; innen :
SB: SB' =  BC: B'E; . . .  (a) 

és mivel A  SOB w  A SO'B', lesz:
SB: SB' =  OB: O'B', . . (b)

és mivel az (a) és (b) arányokban egyik viszony 
ugyanaz:

BC: B'E =  OB: O'B', 
következőleg:
BC: B'E =  körűlet OB : körűlet O'B'.
Ugyde a’ szerkesztés szerint 
BC =  körűlet OB ; ésígy B'E =  körűlet O'B'. 
Ez így lévén: az SBC háromszög’ udvara, melly 

=  i/2 SB X BC, egyenlő az SAB kúp’ oldalfelületével, 
melly =  \/2 SB X körűlet OB. — Hasonlólag az 
SB'E háromszög’udvara =  l/ 2 SB' X B'E, egyenlő a’ 
kis SA'B' kúp’ oldalfelületével, melly =  !/ 2 SB' x  
körűlet O'B'. Innen látnivaló, hogy az AA'B'B csonka 
kúp’ oldalfelülete, egyenlő a’ BB'EC oldalmás’ udvará
val. — Ugyde ezen oldalmás’ udvara =  l/ 2 (BC-hB'E) 
XBB'. — Ésígy a’ csonka kúp’ felülete =  l/ 2 {körűlet 
OB-+-köriUet O'B') X B'B.



2) Az állítmány’ másik részének megmutatása vé
gett, legyen B"D egyközű BC-vel, és egyenlő távol
ságra a’ BC-töl és B'E-töl. — E’ szerint B"D =  ]/2 
(BC-i-B'E). Azonban az előbbi megmutatás szerint 
B 'D =  körűiét 0"B". Következőleg: körűiét 0"B ''
=  y 2 (körűi. OB-4-‘körűi OB'). — Innen végre a’ 
csonka kúp oldalfelűlete —  (ú körűiét 0"B" xBB'.

Köreik. A  hasonló egyenes csonka körkúpok úgy 
vannak egymáshoz, mint megfelelő fenék-sugaraiknak, 
vagy pedig oldalvonalaiknak négylegei.

1S6. §.
Az egyenes körkúp' tömegtartalma annyi, mint a ’ 

fenékudvarnak a’ magossággali sok szór ozmányáhól egy 
harmadrész.

Ugyanis a’ végetlen sok oldalú szabályszerű csúcs- 
oszlop’ tömegfartalma (171. §. szerint) =  l/ 3 (P/2 X 
R X II). Mivel pedig az ottani kerítéshez =  P-hez, a’ 
kör’ körülete— , ’s az oltani apolhemához =  Rhez, a’ 
kör’ sugara végetlenül közel já r : ha itt is a‘ körületet 
P-nek, ’s a’ sugárt R-nek nevezzük: lesz a’ kúp’ tö
mege =  y 3 (P/2 X R X H). Vagy mivel P =  2*R, 
tehát: P/2 =  n R : lesz a’ kúp’ tömege == VgftR2 X  I I ; 
melly képletben n R2 a’ fenékudvart, II pedig a’ kúp’ 
magosságát jelenti.

Köveik. A  hasonló egyenes körkúpok* tömegtartal
mai úgy vannak egymáshoz, mint fenéksugaraiknak, vagy 
tengelyeiknek, vagy oldalvonalaiknak koczkahatvdnyai.

187. §.
Az egyközű-fenekű egyenes csonka körkúpnak tö -u . i , i 

meglartalmdt megtalálni, (id. 154.)



Kiadatván a’ csonka kúp’ fenekeinek sugarai, és 
magossága 0 0 ':  legelőbb is ki kell keresni az egészre 
kipótolt kúp’ magosságát — SO, épen olly módon, mint 
ez a1 csonka szögoszlopra nézve a’ 152. §-ban elő- 
adatotf. Miután ez kiszámíttatott: ki kell vonni belőle 
az OO'-f, t. i. a’ csonka kúp’ magosságát, — ’s az ott 
maradt SO' lesz a’ felül eső kis kúp1 magossága — Már 
adatvák levéli mind a1 kipótolt nagy-, mind a1 kis kúp
nak fenekei és magosságai : mindkettőnek lömegtar- 
talma számíttassák ki; — a’ nagyéból a1 kisebbé vo
nassák k i, — ’s a1 mi ott marad, az a’ csonka kúp1 
tömegtarlalma.

Legyenek a1 nagy és kis kúpnak magosságai: h és 
h \  fenéksugarai: r é s r ':  a1 csonka kúp1 tömegéi ki
fejező képlet ez lesz:

== Vzn r- X h — V ^ r '2 X h' 
vagy == y 3ír (r2 X h — r '2 X h ) .

Köpet k A' hasonló egyenes csonka körkúpok1 tö
megtartalmai úgy pannak egymáshoz, mint megfelelő 
fenék sugaraiknak, — vagy határvonalaiknak, — vagy 
tengelyeiknek koczkahahányai.

III. A' Gömbről (sphaera), annak felületéről, 
és lömegtartalmáról,

188. §.

A1 gömb1 származását, mint fentebb mondatott, úgy 
képzelhetni, mintha egy félkör ACB (id.155.) a1 maga 
átmérője körül egészen megfordulván, mindenütt nyo
mokat hagyna maga. után. Ezen fordultában az ACB 
félkörnek minden pontja, p. E, körkörületet ír le, melly- 
nek sugara EP. n1 gömböt képző ACB félkör1 átmérő-



jére, mclly a’ gömb’ tengelyének neveztetik, függőleges.
Innen lálnivaló, hogy minden illy körnek minden pont
jai. vagyis a’ gömb’ felületének minden pontjai, a’ gömb’ 
középpontjától O-tóI, egyenlő távolságra esnek. —
A’ tengely' két végponljai, A és B , sarkoknak vagy 
0öwc3öZ-öknek (pólus) neveztetnek. — Az OC, OE, ‘sat. 
vonalak 'a’ gömb’ sugarai — A" gömb’ középpontján 
keresztül menő, és a’ gömb’ felületének átellenes pont
jain végződő egyenes vonalak pedig, a’ gömb’ áltnéröi.
— Minden átmérők egyenlők, és a’ sugaraknak két-  
főzetei.

Nyilván van, hogy két gömbök egyenlők, ha suga
raik egyenlők, és két gömbök összeesnek, ha középpont
jait és sugaruk ugyanaz.

189. §.

Minden siklap általi metszék a’ gömb' tömegé-  u. ir>.v. 
bői, kör.

Ugyanis: legyen a’ metszék’ síklapja EGFH(id.l 55.); 
húzzunk a' gömb’ 0  középpontjából ezen síklapra füg
gőleges vonalat OP, — és a’ gömb’ felületéni metszék’ 
különböző pontjaira a’ sugarakat OE, OG, OF, OH ’sat.
— és még PE, PG, PF, PH sat. egyenes vonalakat.
Ali vei azO E, OG, OF sat. vonalak, mint ugyanazon 
gömb’ sugarai, egyenlők: tehát a’ PE, PG, PF ’sat. 
vonalak is egymással egyenlők (I. 119. §. tiszontag).
Tehát az EGFÜ metszék’ határvonalának minden pontjai 
E, G, F, II, ’sat. egyenlő távolságra esnek a’ P ponttól;
— tehát azon metszőket határozó vonal, körköriilet, 
mellynek középpontja P, sqgara — PH.

Midőn a’ gömböt metsző síklap a’ gömb’ közép
pontján megy keresztül, minő ,p. CIDK, és A1BK :



akkor a' gömbnek, és ezen metszék-körnek ugyanazon 
középpontok és sugaruk van, — ’s az illy kör a’ 
gömbön képezhető minden körök közt legnagyobb. Innen 
legnagyobb- ,  vagy csak nagy köröknek neveztetnek a’ 
gömbnek azon metszékei, mellyek annak középpontján 
mennek keresztül. Ellenben kis köröknek neveztetnek 
a’ gömbnek azon metszékei, mellyek annak nem közép
pontján mennek keresztül. — Ugyanazon gömbnek, vagy 
az egyenlő gömböknek minden nagy körei egymással 
egyenlők.

190. §.

Ugyanazon gömbön, vagy az egyenlő gömbökön ké
pezhető kis körök, annál kisebbek, minél távolabb esnek 
a' gömb’ középpontjától.

Ugyanis (id. 155.) vegyük fel az EGFH kiskört, 
mellynek sugara — PE. Húzzuk ki a’ gömb1 sugarát 
OE, és a’ kiskör’ síkjának a1 gömb1 középpontjától! tá
volságát mutató OP vonalat. — Az OEP egyenesszögü 
háromszögben illy egyenlet á ll:

PE' =  0E“ —OP'; innen: PE =  y / ,ÖE“ _OP'.
Ezen egyenlet mutatja, hogy minél nagyobb az OP, 
vagyis a1 gömb1 középpontjától! távolság: annál kisebb 
a1 P E , vagyis a’ kiskör1 sugara, — ésígy maga is a1 
kiskör.

Köreik. Ugyanazon —, ragy egyenlő gömbökön, a’ 
középponttól egyenlő távolságra eső kiskörök egyenlők.

Köveik. Ha OP =  OE =  OA: úgy a’ PE sugár 
semmivé válik, — és a1 kis-kör egy ponttá lesz. Iía 
pedig OP =  semmi: akkor PE =  OE, — azaz itt a1 
kiskör nagykörré válik. Innen a1 kiskörök, a1 pont és 
a1 nagykör között minden lehető nagyságot felvehetnek.



191. §.

Két nagy körök egymást kölcsönösen két egyenlő 
részre oszlják.

Ugyanis ezen két nagykor-szeleteknek közös met
sző vonaluk, olly egyenes vonal, melly azoknak közös- 
középponljokon megy keresztül; ésígy ezen vonal mind- 
kettöjöknek álméröjök, — ésígy azokat két egyenlő 
részre osztja.

192. §.

Minden nagy kör CIDK (id. 155.) elosztja a* göm- w. 
bőt, és annak felületét két egyenlő részekre.

Ugyanis, ha ezen két részek közül egyiket a’másik
nak helyébe-, vagy egyiket a1 másikra tesszük, úgy 
hogy előbb a’ fenekeik essenek össze : az egyik’ dom- 
dorú felületének minden pontja, összeesik a’ másik’ 
domború felületének minden megfelelő pontjával, — 
tehát mind-kettőnek minden megfelelő pontjai egyenlő 
távolságra esnek a’ közös középponttól és fenéktől 5 — 
ésígy ezen két felek egyenlők.

A’ gömbnek azon két egyenlő részei, mellyekre az 
a’ nagy kör által osztatik, neveztetnek félgömböknek 
(hemisphaeria).

193. §.

A * gömb' felületén két ollyán pontok, mellyek nem 
ugyanazon átmérőnek két végpontjai, egy nagy kör’ 
fekvését meghatározzák.

Ugyanis a’ gömb’ felületén adott két pontokhoz 
hozzá vévén a’ gömb’ középpontját; ezen három pon
tokon egyetlenegy siklapnál többet húzni nem lehet



(I. 116..$.); és mivel azon síklap a’ középponton megy 
keresztül, látnivaló, hogy az nagykör.

De ha az adott két pontok ugyanazon átmérő’ vég
pontjai volnának : ezek a’ gömb' középpontjával egyenes 
vonalban esnének, — ésígy ezen két pontokon ke
resztül végetlen sok nagy kört lehetne húzni.

194. §.

Négy, nem ugyanazon sílton fekvő pontok a’ gömb' 
meghatározására elegendők.

Ugyanis: ha ezen pontok közül káromon keresztül 
körkörületet húzunk: ez még tartozhatnék végellen sok 
különböző gömbökhöz, inellyeknek középpontjaik mind 
azon függönyre esnének, meliy ezen körűiét által zárt 
udvarnak középpontján megy keresztül. Azonban mind
ezen gömbök közt csak. egy van, mellynek felületére 
esketik a' negyedik adott pont is; mivel az említett 
függönynek csak egy pontja,van, meliy a’ negyedik 
ponton is keresztül húzható kör-körület’ minden pont
jaitól egyenlő távolságra esik.

195. §.

A gömbön irkalé) IdrmeUy körnek, EGFIf. közép
pontján keresztül menő függöny A B , a’ gömb' közép
pontján is keresztül megy — és annak felületén két 
pontot A  és B jelöl ki, mellyck az EGFll kör’ körüle- 
tének minden pontjaitól, illetőleg, egyenlő távolságra 
esnek.

Elsőben is: a* 119. §-beni állítmány szerint-nyilván 
van, hogy az AB függöny keresztül rregy mindazon 
pontokon, mellyek az EGFH körűiét pontjaitól egyenlő 

távolságra esnek; — úgyde a gömb’ középpontja O



épen illy tulajdonnal l)ir, — ésígy az AB azon is ke
resztül megy.

Másodszor: mivel a1 gömb’ felületén eső A és B pon
tok is az említeti AB függönyhöz tartoznak: ha ezek 
közül akármellyikböl az EGFH körűiét’ különböző pont
jaira dűlt vonalak huzalnak—az A-ból menők egymással, 
— és a’ B-böl menők egymással mind egyenlők lesznek 
(119. §.) — Ésígy az A és B pontok, az EGFH körűiét’ 
minden pontjaitól, illetőleg, egyenlő távolságra esnek.

Köreik. 1) Ezen 5 feltételek tehát, t. i. az említett 
4 pontokon (0 , P, A,B) keresztülmenés, — és az EGFH 
kör-re függőleges állás, mindig együtt járnak. Azonban 
mivel egy vonal’ meghatározására két feltétel elég: ha 
ezen 5 feltételek közül kettőt jclenlenni tudunk; a’ 
többinek jelenléte önkényt következik. — Ehbczképest:

1) Azon egyenes vonal, melly a’ gömbnek közép
pontján keresztül, rátáméiig a  gömbön irhaló kör' sík
jára függőlegesen megy, — bizonyosan ezen körnek is 
középpontján megy keresztül,— és kijelöl a’ gömb' felü
letén két pontot, mellyek közül miiulenik, az említett 
kör’ minden pontjaitól illetőleg egyenlő távolságra van.

2) Azon egyenes vonal, melly a' gömbnek, és va- 
lamelly azon irható körnek középpontjait összeköti, — 
ezen kör’ síkjára bizonyosan függőleges, és a' gömb' 
felületén két pontot jelöl ki, mellyek az említett körűiét' 
minden pontjaitól, illetőleg, egyenlő távolságra esnek.

3) Azon egyenes vonal, melly a’ gömb' székpontját, 
annak felületén egy ollyan ponttal köti össze, melly a' 
gömbön irható valamelly kör’ kerületének minden pont
jaitól egyenlő távolságra esik, — bizonyosan ezen körnek 
középpontján megy keresztül, és ennek síkjára függőle
ges , — azonban kijelöl a* gömb' felületén egy másik
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átellenes pontot is, melltj az említett körűiét' minden 
pontjaitól egyenlő távolságra van.

Köveik. 2 ) Valamelly nagy körnek, az EGFH 
körűlet’ különböző pontjaitól, az A és B pontokra menő 
körívei, illetőleg, egymással mind egyenlők, — mert 
azoknak húrjai, — mint az imént látónk, egymással 
mind egyenlők. így AE = A G  =  AF =  AH ’sat., — 
hasonlóing BE =  BG, =  BF =  Bli ’sat.

Továbbá ezen körívek’ síkjai az EGFH körületre 
mind függőlegesek, mert mind az AB vonalon mennek 
keresztül, melly pedig ama körűiét á;tal határozott kör- 
udvarra — mint az imént látónk — függőleges.

Köveik. 3) Valamelly nagy körnek, az EGFH kö
rűiét’ különböző pontjaiból az A és B pontok közül 
valamellyikre menő körívei annál nagyobbak, minél 
távolabb esik ezen körfilet az A  vagy B ponttól.

Ha az EGFH helyett nagy kör’ körületét veszünk, 
p. CIDK, — ennek különböző pontjaitól az A és B 
pontokra menő körívei egy másik nagy körnek egyen
lők, még pedig körnegyedek, vagy 90 foknyiak lesz
nek. — így AC =  AI — ’sat. =  90". így BC =  
BI =  sat. == 90".

Követk. 4) Két egyközű körűletek EGFH és CIDK 
között eső, és azoknak síkjaira függőleges körívei va
lóméiig nagy körnek, egymással egyenlők. így CE =  
1G =  DF =  Kii ’sat

Követk. 5) Az A és B pontok’ előadott tulajdonánál 
fogva, könnyű a' gömb’ felületén körkörületet írni 
a‘ nélkül, hogy sziiUég volna tudni. hova esik annak 
középpontja az AB vonalon a’ gömb’ tömegében. így 
péld. az EGFH körűiét’ írása végett, elég kijegyezni 
a’ gömb' felületén azon pontokat, mellyek az A vagy



B ponttól épen ollyan távolságra esnek, mint azon 
(elveit pont, mellyen kérésziül a’ körűiét leírandó, — 
mérvén azon távolságokat az A és B ponlokon keresztül 
menő nagy körök’ körívein, AE, AG, ’sat. vagy BE, 
BG ’sat. — Vagy pedig az AG körív az A pontnál, 
vagy a’ BG körív a’ B pontnál körülfordítlatván, G 
végpontjával a’ kívánt kis kör’ körűiétől leírja. Ha pe
dig nagy kört akarunk írni a’ gömb’ felületén, — egy 
körnegyed teszi ezen fordulatot. —

Követk. 6) Az előadott tulajdonok’ következtében, 
az A és B pontok, az EGFII kör’ sarkainak (poli), az 
AB vonal pedig ugyanazon kör’ tengelyének (axis) 
neveztetik. — Ugyanazon A és B pontok, és ugyan
azon AB vonal, sarkai és tengelye a’ CIDK nagy kör
nek is , melly az EGFÍI-val egyközü. — Általában a’ 
gömbön írható bár melly körnek, r agy körívnek ten
gelye, a’ gömbnek azon átmérője, melly ama körre 
vagy körívre függőleges, ésigy annak középontján is 
megy keresztül; és ama körnek, vagy körívnek sarkai, 
az említett átmérőnek két végpontjai, mellyek tehát 
egyszersmind a' gömb’ felületéhez tartoznak.

196. §.
Az előbbi §-ban mondottakat röviden összefoglal

ván : A  gömbön
1) Minden egyközü köröknek ugyanazon tenyelgők 

és sarkaik vannak.
2) Akármelly körűletnek a' gömb' felületén, minden 

pontjai, az illető sarkoktól egyenlő távolságra esnek.
3) Valamelly nagy körnek azon körívei, mellyek 

egy valamelly körűletnek különböző pontjaitól, annak 
sarkai körül egyikre mennek, egyenlők; és esen kő
iveli' síkjai, ama körűlet’ síkjára függőlegesek. — Innen:

12*



4) Valamelly nagy körnek azon köríve, melly egy 
másik kör’ vagy körív* valamelly pontjára függőlegesen 
áll: ezen utóbbinak sarkain megy szükségképen keresz
tül. — És viszont

5) Valamelly nagy kör köríve, melly valamelly más
körnek sarkaiból jő, vagy azokon megy kérésziül, ezen 
utóbbi kör' síkjára függőleges. ,

6) A' kis körök az ő sarkaiktól különböző távolságo
kon esnek;—de a’ nagy körök az ö sarkaiktól egyenlő tá
volságra vannak, — melly távolság, a’ keresztülvágó füg
gőleges nagy kör' fokain méretve,mindig —  90 \

7) A' gömbön irkató bármelly kör' körűlete meg van 
határozva, ha azon körűletnek egy pontja, és egyik sark a 
kiadatnak.

' 8 ) Mivel valamelly kör’ sarka olt van, a’ hol az
azon kör’ körűidének különböző pontjaira függőlegesen 
menő nagy körívek egymást keresztül vágják : látnivaló, 
hogy valamelly kör' sarkainak meghatározására két Hlyen 
egymást keresztül vágó körívek is elegendők.

197. §.

i4. i5s. Határozatok és jellemzések.
1) Ha a’ gömb valamelly síklappal keresztül met

szetik, előáll a’ gömbnek két darabja, — ’s egy ily— 
lyen darabnak felülete neveztetik gö/nöferlő-nek, vagy 
sipká-nak (calotte). Az AEGFH, és BfíGFH gömb
fedők’ (id. 155) feneke közös, t. i. az EGFH kör’ síkja; 
illető magosságaik, az AP és BP, t. i a’ közös fenék’ 
tengelyének azon részei, mellyek a’ fenék- és illető 
tetőpontjaik, A és B közt esnek. — Nyilván van, hogy 
ugyanazon gömbnek két fedői egyenlők, ha fenekeik és 
magosságaik egyenlők.



Gömbszelet-nek vagy pitié-nek (segmentum sphae- 
ricum) pedig neveztetik a’ gömbnek azon tömeg-része, 
melly a’ fedő- és annak feneke állal záratik be. — A’ 
gömbszelet’ tengelye, tetőpontja-, magossága, feneke, 
ugyanazok, mellyek az azl boritó fedöjéi.

2) Gömb-öv-nek (zóna sphaerica) neveztetik a’ 
gömb1 felületének azon része, melly a1 gömböt metsző 
két egyközii síklapok közt esik. Ezen síklapok a’ gömb
öv1 fenekei”,—magossüga pedig, ezeknek egymástóli tá
volságuk ; — végre ezeknek közös tengelyük a’ gömb
övnek is tengelye. — A1 gömbövet így is meghatároz
hatni, hogy az két, egyközii fenekű gömbfedők közötti 
különbség.

Gömb-metszék"nek vagy karikd-nak pedig ne
veztetik a gömbnek azon tömeg-része, melly a1 gömb
öv, mint boríték alatt van, — vagyis melly két egykö- 
zü síklapok által záratik be, — vagy még: két egy- 
közü fenekű gömbszeletek közötti különbség. Ennek fe
nekei, tengelye, magossága ugyanazok, mellyek az il
lető gömbövéi.

3) Gömb-gcrézd-nek (sector sphaericus) neveztetik 
a1 gömbnek azon tömeg-része, melly egy gömbfedö 
EAF-, és egy kúp-felület OEF állal záratik be, melly 
kúpnak tetőpontja a’ gömb1 középpontjában 0 esik, — 
feneke pedig ugyanaz, melly a1 gömbfedőé. Látnivaló 
tehát, hogy a1 gömbgerézd áll egy pilléből EAF, és egy 
kúpból OEF. — Azonban azon esetben, ha a1 pille vagy 
gömbszelet nagyobb félgömbnél, a1 gömbgerézd annyi, 
mint a’gömbszelet- és a1 megfelelő kúp közötti különb- 
ség. így az OECBDFO gömbgerézd =  gömbszelet 
ECBDFPE, kivonván belőle az OEF kúpot. — Végre 
a’ gömbgerézd gömbszeletté válik, ha a1 gömbfedő1



feneke nagy kör. — A’ gömbgerézd’ feneke a’ megfe
lelő gömbfedő.

4) Gömbék-nek neveztetik a’gömbnek azon tömeg- 
része, melly egy közös átmérőben összejövő két félkör
udvarok-, ’s a’ gömbfelületnek ezek közt eső része által 
záratik be. — A’ gömb’ felületének azon része, melly 
a’ gömbéket takarja, ék felület-ne k , vagy vetélő-nek 
(fusus, fuseau) neveztetik. — A’ két félkör-udvarok, 
a1 gömbék’ falai; azoknak közös átmérőjűk pedig a’ 
gömbék’ határé nala. — A’ gömbéit’ két falai egy 
lap-szögletet képeznek, mellynek mértéke, a’ gömbéit’ 
határvonalának egyik végpontjából, mint sarokból ír
ható nagykörnek, a’ gömbéit’ két falai közt eső köríve. 
— Két, egymást ugyanazon átmérő’ mentiben metsző 
nagykorok, felosztják a’ gömböt négy gömbékre, — 
mellyek közül az általellenes párok egyenlők.

Az adott határozatokhoz képest nyilván van, hogy:
1) A’ gömbfedő’ EAF származását ügy képzelhetni, 

mintha egy körív EA, az AB átmérő körül, az A vég
pontnál megnyomatván, megfordulna.

2) A’ gömbszelet’ vagy pille’ AEGFH származá
sát is úgy képzelhetni, mintha az PEA fél körszelet, az 
AP tengely körül megfordulna.

3) A’ gömbgerézd' OEAF származását úgy képzel
hetni, mintha az OEA körgerézd, az OA oldala körül 
megfordulna.

4) Két különböző gömbön, két gömb fedők hasonlók, 
ha hasonló körívek’ köriilfordulása által származnak. 
Ekkor ezeknek magosságaik, -  fenéksugaraik, a’ göm
bök’ sugarai, — és a’ szülő körívek egymás közt mind 
arányosok.

5) Két gömbövek hasonlók, ha hasonló gömbfedök'



Különbségei. Ekkor ezeknek megfelelő vonalaik arányo
sok. — így két karikák is hasonlók, ha hasonló gömb- 
övek .óllal kerületnek.

6) Két pillék, és két gömbgerézdek hasonlók, ha 
hasonló gömbfedőknek felelnek meg.

7) Két gömbékek és vetélöh egyenlők, ha lapszög
leteik egyenlők. — Két különböző gömbökön pedig, két 
gömbékek és vet élők hasonlók, ha illető lapszögleteik 
egyenlők.

198 §

A y gömbsugár' végpontjára függőleges sík lap, a 
gömbre érintő, — és viszontag.

Ugyanis: ezen síklapnak minden pontja, kivévén 
a’ sugár' végpontjával összeeső pontját, a’ gömbön kívül 
esik; mert annak a’ gömb’ középpontjától!’ távolságát 
dűlt vonal mutatja. Tehát csupán a’ sugár’ végpontja az, 
melly a’ síklapnak, és a’gömb felületének közös pontjok. 
Esígy ezen síklap a’ gömbre érintő.

Viszontag : azon sugár, melly a,' síklap’ és a’ gömb’ 
közös érintés-pontjára búzatik, az érintő lapra függő
leges; mert ezen sugár, a’gömb- és a’ síklap közötti 
legrövidebb távolságnak mértéke, — és ezen feltétel a’ 
fúggölegességet szükségkép’ magában foglalja.

Követk. l j  Az érintés’ pontjára húzható függöny, 
a* gömb’ középpontján megy keresztül.

Követk. 2) Ugyanazon átmérő két végpontjain álló 
érintő síklapok egyközuek.

199 §.

Három ollyan kör’ körívei, mellyek közül kettő m is6 
kettő a’ gömbön egymást metszi, bezárnak a' gömb' fe-



Ihletéből egy részt ABC (id. 156.), melly gömb-három
szögnek (triangulum sphaericum) neveztetik. Azonban 
rendesen csak a’ nagy körök’ körívei által képzett 
gömbháromszögeket szokták figyelemre venni, — meg
jegyezvén , hogy azon körívek félkörnél mindig ki
sebbek legyenek. Ezen körívek a’ háromszög’ oldalai, 
— ezeknek végpontjai a’ háromszög’ csúcsai, és ezen 
körívek’ síkjai által képzett lapszögletek a’ háromszög’ 
szögletei.

Tegyük fel, hogy az 0 legyen középpontja azon 
gömbnek, mellyen 3 nagykorok’ körívei AB, AC, BC 
huzatnak; húzzunk n’ háromszög’ minden csúcsába 
sugarakat OA, OB, OC: előáll a’ gömb’ középpontjánál 
egy hdromlapú leslszöglct, mellyel képző vonalszögle
teknek mértékei, illetőleg, a’ gömbháromszög’ oldalai ; 
és a’ mellynek lapszögletei épen azok. mellyeka’ gömb- 
háromszög’ szögletei. Innen nyilván van, hogy a’ há- 
romlapú testszöglet —, és az ennek szárai közt a’ gömb’ 
felületén eső gömbháromszög közt szoros összekötte
tés van, és a’ háro lapszög’ törvényeiből a’ gömbhá
romszög' törvényeit lehozhatni.

200. § .

Az EAG szöglet fid 155), mellyel két nagy kör 
körívei, AE, AG képeznek, egyenlő a' COI vonalszög- 
letiel, melly azon két körívek' síklapjai, állal képzett 
lapszögletneli mértéke; — ugyanazon EAG szögletnek 
mértéke még azon nagy körnek Cl köríve is, melly az 
A-ból, mint sarokpontból, az AE  és AG — ha szük
ség, tovább is nyújtott — körívek közé húzalik.

Húzzuk ki az OC. 01 sugarakat, egyiket az AE— 
másikát az AG körív’ síklapján, — de mindeniket az



AO melszék- vagy határvonalra függőlegesen. A’ COI 
vonalszöglet egyenlő a’ CAOI lapszöglettel (I. 129 
§.), melly a’ kérdéses körívek' síklapjai által képezhet
vén, az EAG szöglettel, — mellyel az AG és AE kör
ívek képeznek, ugyanaz.

Továbbá a’ COI szögletnek mértéke a’ Cl körív, 
mellynek sarokpontja az A ; ésígy a1 Cl körív, mértéke 
az EAG gümbszöglelnek.

Köteti;. í )  A' gömbháromszög' minden szögletének 
mértéke, az illető szöglet’ hegyiből, mint sarokpontból 
leírható nagy körnek, a’ szöglet’ ha szükséges, meg
nyitott .— szárai közt eső körive.

Követ. 2.) Á 1 gömbháromszög' szögleteit tehát, ezen 
említett mértékeiknél fogva lehel egymással összcha- 
sonlítni.

201. §

Minden gömbháromszögben, bármellyik két oldalok’ 
összege nagyobb, mint a' harmadik oldal.

Ugyanis: tudjuk (133. §.), hogy a1 háromlapú test- 
szöglet’ két lapszögleleinek összege nagyobb, mint a’ 
harmadik; — következőleg az azon két lapszögleteket 
mérő két körívek’, (t. i. a’ gömbháromszög’ két olda
lainak) összege is nagyobb, mint a’ harmadik lapszög
letet mérő körív, t. i. a' gömbháromszög’ harmadik 
oldala.

Követ. A' gömbháromszög' egy oldala nagyobb, mint 
a' másik kettő közti különbség.

202. § .

Minden gömbháromszögben, a' három oldal összege 
kisebb, mint egy nagy kör körűletc.



Ugyanis: tudjuk (137. $.), hogy minden domború 
soklapú testszöglet’ vonalszögleleinek összege, kevesebb 
négy egyenes szögnél. Ésígy azon nagy körböli kör
ívek összege, mellyek ezen vonalszögleteknek mértékei, 
kisebb mint a’ nagy kör’ egész köriilete, melly 4 egye
nes szöglet’ mértéke. Ezen tétel bármelly soklapú test
szögletet illetvén: illeti a ’háromlapút is Fedig a’ gömb- 
háromszög’ oldalai háromlapú testszöglet’ vonalszögle— 
leit mérik Ésígy ’sat.

203. §.

w. u7. A' gömb’ felületén eső két pontok A és B között, 
legrövidebb út, az ezen pontokon keresztül menő nagy 
körnek, ezek közt eső kisebbik körire AB. (id. 157.)

Ugyanis: bármelly más útatazAB-n kívül vegyünk 
fel az A és B között: meglátjuk, hogy az az AB-nél 
hosszabb lesz. Például tegyük fel egy pillanatra, hogy 
az A-tól a’ B-ig az AECDB görbe út volna legrövidebb 
út. Vegyünk fel ezen görbe vonalon egy pontot C, és 
húzzuk arra az AC és BC nagy kör’ köríveit: itt az 
ABC gömbháromszögben : (201. §.)

AC —h CB >  AB.
Felvévén az A és C között egy pontot E , ’s húzván 
az AE és EC nagy kör’ köríveit: ismét 

AE -+- EC >  AC;
következőleg:

AE h- EC h-  CB >  AB.
így folytatván ezt, látnivaló, hogy minél inkább köze
ledünk a’ felvett AECDB görbe vonalhoz, annál hosz- 
szabbá lesz az A-tól B-ig vezető út. Ésígy azon pontok 
közt az AB körív legrövidebb út.



204. §.

Adatván ABC gömbháromszög (id. 158.), ha annak id. í&s 
minden szögleteiből, A, B, C, mint sarokpontokból, az 
EF, FD , ED körívek huzatnak, képeztetik ezek által 
ismét egy gömbháromszög EDE, mellynek szögletei,
D, E, F, viszontag az előbbi ABC háromszög’ oldalai
nak illetőleg sarokpontjai.

Ugyanis: mivel az A pont, sarka az EF körívnek: 
tehát az E pont az A ponttól 90 foknyira van; — ha
sonlókig, mivel a’ C pont, sarka a’ ED körívnek: tehát 
az E pont a’ C ponttól is 90 foknyira van. Innen ha az 
E pont mind az A , mind a’ C pontoktól 90 foknyira 
van: látnivaló, hogy az AC körívnek sarokpontja az
E. — Épen így mutathatni meg, hogy az F és D pontok, 
az AB és BC köríveknek sarokpontjai.

205. §.

Az ABC és DEF (id. 158.) gömbháromszögek' bár-  w. >5* 
melly szögletének mértéke annyi, mint ha félkörúletből, 
á' másik háromszögnek, a’ kérdéses szöglettel áltál- 
ellenes oldala kivonatik.

Ugyanis: a' kisebbik háromszög’ oldalait nyújtsuk 
meg, mig a’ nagyobbikéival össze nem érnek, p.o. az 
AB-t a’ G-ig, az AC-t a’ II-ig. Mivel az E pont, az 
ACII-nak sarokpontja: az EH körív =  90°; — és 
mivel az F az ABG-nck sarokpontja : az FG körív is 
=  90*’ ; — ésígv EH -+- FG =  1801.

Űgyde:
EH -+- FG =  EH - h HF -+- GH =  EF -4- GH 

Innen : EF -+- GH =  180n.
És: GH =  180 — EF



azaz: a’ GH körív, vagyis az A szöglet' mértéke annyi, 
mint ha félkörUletböl kivonatik az A szöglettel la' 
másik háromszögben áttalellenes EF  oldal. Így mu
tathatni meg azt is, hogy a’ II szöglet mértéke =  
180 -  DF, és n C-jé =  180 — ED.

Viszontag: a’ DEF gömbháromszög’ szögleteinek 
mértékei is épen így vannak. P. o. a’ D szöglet’ mér
téke az MK körív : űgyde, az előbbi megmutatás szerint: 

MK -+- BC =  MC -h BK =  180% 
ésígy: MK =  180 — BC. 
így a’ többi, E és F, szögletek is.

Az ABC és DEF gömbháromszögek’ részei tehát, 
egyik a’ másikban állalellenesnek, kölcsönösen kie
gészítői ISO fokra. A’ honnan az illyen gömbhá
romszögek egymáshoz képest neveztetnek gönezölös 
(poláris), vagy egészítő (supplementaris) háromszö
geknek.

206. §.

Bdrmelly gömb háromszög’ három szögleteinek 
összege mindig kevesebb, mint hal-, de mindig több 
mint két egyenes-szög.

Mert az A , B, C három szögletek’ mérő kövívei- 
nek összege, a' DEF háromszög’ három oldalaival 
együttvéve, annyi mint három félkörulet, vagy három
szor két = 6  egyenes szöglet. Innen 1) azA ,É ,C  három 
szögletek' összege kevesebb, mini hat egyenesszög. — 
2) Mivel a' DEF háromszög három oldalainak össze
ge (202. §.) kevesebb, mint négy egyenes-szög 5 — 
azt pedig az A , B , C szögletek összege 6 egyenes
szögre pótolja ki: látnivaló, hogy ezen A, B, C szög
letek’ összege több, mint két egyenes-szög.



Nyilván van tehát, hogy a’ gömbháromszög’ szög
leteinek összege nem olly határozott, mint a’ síkhá
romszögekéi ; — változik az mindig a’ két- és hat 
egyenes-szög közt, a’ nélkül, hogy e’ két határt valaha 
elérné; — következőleg a’ gömbháromszögnél, ha két 
szögletei ismerünk, még azért a’ harmadikat nem szük- 
ségkép’ ismerjük.

207. §.

A’ gömbháromszögben lehet egy- vagy két- vagy 
három egyenes szöglet, ’s ehhez képest neveztetik 
egy-, két-, három-egyenes-szögűnek.

Ila az ABC háromszög (id. 159.) kétegyenes-szögű, 
t. i. ha két szöglete, B és C egyenes: úgy a’ BC körív’ 
sarokpontja az A-ban van; ésígy AB =  A C = .9 0 J. — 
Ha pedig még a’ harmadik A szöglet is egyenes: úgy 
a’ háromszög háromegyenes-szögű, ’s három oldalai 
közül mindenik =  90°.

E’ szerint a’ gömb’ felületén háromegyenes-szögű 
gömbháromszög 8 képződhetik, mint id. 160. mutatja, 
— mellyen a’ CE körív is =  90°. Innen ha az illyen 
háromszög-terület egy-nek vétetik: lesz a’ gömb' fe
lülete =  8.

. • 208. §.

Ugyanazon, vagy kél egyenlő gömbön irható gömb- 
háromszögek egyenlők, ha: 1) három oldala egyiknek 
három megfelelő oldalárai a’ másiknak egyenlő; 2) 
két oldala, ’s az ezek közt eső szöglete egyiknek két 
oldalával ’s az azok közt eső szögletével a’ másik-  
nak egyenlő: — 3) egy oldala, ’s a' mellett eső két 
szöglete egyiknek, egy oldatával, ’s o’ mellett eső két 
szögletével a' másiknak egyenlő. — Ezen 3 tételeket

I. 159.

1. 160.



be lehel bizonyítni akár azon módon, mini a1 sikhárom- 
szögeknél, — akár a’ háromlapú testszögletek’ törvé
nyeiből indulván ki. — De van még a’ gömbhárom
szögekre nczve negyedik fellélele is az egyenlőségnek, 
mellynek a’ síkháromszögeknél nincs helye. T. i.

Ugyanazon, vagy egyenlő gömbökön írható gömb- 
háromszögek egyenlők, ha minden megfelelő szögleteik 
egyenlők.

Ugyanis: legyenek ABC, A'B'C' gömbháromszögek 
(id. 158), — és mindeniknek egészítő háromszögei 
DEF, D'E'F'. — Már feltévén, hogy az A, B, C szög
letek az A', B', C' szögletekkel megfelelöleg egyenlők : 
tehát amazoknak egészitöi is, EF, DF, DE, emezeknek 
egészitőivel E'F', D'F', D'E'-vel egyenlők. Tehát a’ 
DEF és D'E'F' háromszögek egyenlők, mivel három 
oldala egyiknek, három oldalával a’ másiknak egyenlő. 
Ésígy a’ D,E,F, és D', E', F' szögletek megfelelöleg 
egyenlők. Innen ezen egyenlő szögletek’ egészitöi is 
egyenlők, t. i. a' D-nek egészitője BC, a’ D'-nek a’ 
B C ': ésigy BC—B'C'; — az E-nek egészitője az AC, 
az E'-nek az A 'C ': ésigy AC=A'C'; — az F-nek 
egészitője az AB, az F'-nck az A 'B ': ésígy AB=A'B'. 
— Tehát ‘sat.

209. §.

A’ gömbháromszögek vagy cgycnoldalúak, vagy 
egyenszárúak, vagy különoldalúak. 

iss. Az egyenszárú gömbháromszögben az egyenlő olda
tokkal dltalellenes szögletek, — és ciszontag — egyen-, 
lök. (id 158.) . ..

Ugyanis: 1) legyen ABC egyenszáui gömbhá
romszög, ésigy AB—AC, eresszünk le az A tetőből a'



BC oldal’ közepére egy nagy körböli körívet AH: az 
ABR és ACR háromszögek egyenlők lesznek, mert há
rom oldala egyiknek, három oldalával a’ másiknak, meg
felelőig, egyenlők, — ésígy szöglet B =  C.

2) Ha B =  C : úgy az AC oldal az AB oldal
lal egyenlő. — Mert vegyük hozzá a’ DEF egészítő 
háromszöget; mivel a" B és C szögletek egyenlők, a- 
zoknak egészítöi DE, és DF is egyenlők; ésígy a’DEF 
háromszög egyenszárú; — ésígy szöglet E = F ;  innen 
ezen szögleteknek egészilői is egyenlők, t. i. AC=AB.

Köveik. Mivel AABR = A A C R : tehát szögi. BAR
CÁR, és ARB =  ARC. Innen látnivaló,, hogy 

az egyenszárú gömbháromszögben, a’ tetőből a’ talp' kö
zepére eresztett körív, ezen talpra függönyös, és a' te-  
tőszögletet kél egyenlő részre osztja.

210. § .

Bármelly gömbháromszögben ABC(\d.  161.) a ’ » a -u .  i«i . 

gyobb oldal, nagyobb szögletnek van általellenében, — 
és vt8zontag. •

Ugyanis : legyen szöglet B >  A ; húzzunk a' három
szögben egy nagy kör’ körívét BD, mclly az ABD 
szögletet az A-val egyenlővé tegye; ekkor BD—AD. 
Űgyde BD-t-DC >BC, — ésígy AD-f-DC is, vagy 
AC>BC, azaz a' B szöglettel általellenes oldal, na
gyobb mint az A szöglettel általellenes. — Hogy ez 
viszontag Í9 á ll: bebizonyíthatni olly móddal, mint 
ugyanazon tétel a' síkháromszögehnél bebizonyítlatott.

211. § .

Két gömbháromszögek hasonlók, ha megfelelő ol
dalaik egymásközt és sugaraikkal aranyosok;— vagy



más szókkal, ha két különböző gömbökön, egyenlő liá- 
romlapú testszögleteknek felelnek meg.

212 .§.

i62. Ha egy félkörnek acdefb (íd. 162.) mind körűié, 
mind bele ugyanannyi oldalú két rendes sokszögek’ da
rabjait, ACDE és aede Írjuk; és ezen egész idomot 
az ő tengelye AB körül megfordítjuk, mind a’ két 
rendes sokszögböli darab’ oldalainak megfordulása által 
származott udvar-terület kijö, ha az illető rendes sok
szögbe bele irható kör körülete sokszoroztatik az illető 
sokszög-darabnak a’ tengelyen felvett mag osságával; 
azaz: aede sokszög-darab' körül fordulása által szár
mazott udvar terűlet — om X a V; — és az ACDE sok
szög-darab’ körűi fordulása által származott udvarte- 
rűlet =  OM y A S

Vegyük fel elsőben a’ beleírott rendes sokszög-da
rab’ körülfordulása által származott udvar-területet.

Az ac, cd, de ’sat. oldalok’ közepeiről, m, /, n 
’sat. pontokról, ’s ugyanazoknak végeiről húzzuk a’ ten
gelyre függőlegesen az mp, cl, ÍR, dK ’sat. vonalakat. 
Húzzuk a’kör’ középpontjából is az Om, Oc,Ol, O á’sat. 
vonalakat; — nevezzük el ac udvarnak, cd udvarnak, 
de udvarnak ’sat. azon darab udvarterületeket, mellyek 
az ac, cd, de ’sat. egyenlő oldalok’ körülfordulása által 
képeztetnek.

E' szerint ha ezen külön oldalok’ körülfordulása 
által származott udvarterületeket figyelemre vesszük: 
három esetet különböztessünk meg, u. m.

1) Ha az oldal’ egyik vége a’ tengely’ végével 
összeér, mint ac: akkor az ezen ac oldal’ körülfor
dulása által származott udvarterülct (mellyet a c -  ne



nevezünk) nem egyéb, mint ép egyenes körkúp’ oldal- 
felülete, — melly kúpnak fenék-sugara =  c l, oldal- 
magossága =  ac. Innen:

ac. udv. terület=  l/2 körűiét cl körűiét mp xac,
tudván, hogy mp =  *4 cl, mivel az amp és alc hasonló 
A -gekben: am : ac — mp: cl.

Azonban az ac udvarterület’ ezen kifejezete helyett 
csináljunk ollyat, melly a’ feltelt állítmányban foglal
tatik. Erre nézve, az ací és Omp háromszögek, ha
sonlók lévén, mivel oldalaik egymásra, megfelelöleg 
függőlegesek, áll illyen viszony :

ac : al =  Om : mp, 
innen: acXmp =  Om x  al,
innen : körillet mp X ac =  körűiét Om X al.

Az előbbi kifejezetet tehát ezen egyenlővel felcse
rélhetjük :

ac. udv. terül, — körűiét Om x  al.................(1.)
2) Ha az oldal nem ér össze a’ tengely’ végével, 

és a’tengelylyel nem egyközü: ezen esetben azon oldal’ 
p. o. cd’ köriilfordulása állal származott udvarteredet 
(mellyet cd-nek nevezünk) nem egyéb, mint egyközü 
fenekű csonka körkúp’ oldal1 felülete , — és lesz a’ 
185-dik §. szerint:

cd. udv. terület =  körűiét ÍR X cd.
Ezen kifejezőiét is változtassuk ollyanra , mellyben a’ 
gömbre vitetett mennyiségek jöjjenek elő. Erre nézve 
a’ dK-ra eresszük le a' clí függönyt 5 — ekkor a’ cdíf, 
és 1011 háromszögek hasonlók lévén, mivel oldalaik 
egymásra megfelelöleg függőlegesek, áll illy viszony: 

cd: 01 =  cH : ÍR.
és mivel 01 =  Om, és clí == i K, lesz 

cd: Om =  IK: ÍR.
II. Rész. Térian. 13



innen: 111 x  cd =  Om x IK.
Már az előbbi egyenletben, ezen kifejozetet helyette— 
silvén, lesz:

cd. udv. terület =  körűiét Om X IK...............(2)
3) Iía az oldal a’ lengelylyel egyközü, mint d e : 

ezen esetben, annak körülfordulása által származott 
udvarterület (mellyet de-nek nevezünk), nem egyéb, 
mint egyenes körhenger’ oldalfeliilefe, — és lesz a’ 
177. §. szerint.

de. udv. terület =  körűiét. On X KV
=  körűiét. Om x K V .............(3)

Végre ezen három (1) (2) (3) kifejezeteket össze- 
vevén, lesz:

acde udv. terület. =  körűiét Om x (al -+- IK -+- KV) 
vagy: acde udv. terület =  körűiét Om x aV.

E’ szerint az állítmány’ első része meg van mutatva. 
Kiterjesztvén ezen megmutatást a’ felkörbe Írott 

fél rendes sokszög’ körülfordulása által eredő tömeg
nek egész felület-udvarára, lesz:

acdefb felület-udvar =  körűiét Om X ab, 
azaz: a' körbe, vagyis ennek körülfordulása által szárma
zott gömbbe irolt rendes sokszegü tömeg' felület-udvara 
kijő, ha ezen tömegbe bele irható kör körülete, az ezen 
tömeg körül írható kör’ átmérőjével sok szór oztatik.

Most már ha a’felvett kör’körül írott rendes sokszög
darabot ACDE felveszszük, ’s képzeljük bele írva lenni 
egy másik körbe, rnellynek sugara OA: az állítmány’ 
második része, épen olly móddal, mint az első, be- 
bizouyíttathalik. Következőleg

ACDEFB felületudvar =  körűiét OM x AB. 
azaz: a’ kör körül, vagyis ennek megfordulása által 
származott gömb körül írott rendes sokszögű tömeg’ fe -  •



lűlet-udcara kijő, ha az ezen tömegbe beleírott kör* 
körülete az ezen tömeg körül írható kör* átmérőjével 
sokszor őzt a tik.

Követte. A1 gömbbe írolt rendes sokszögű tömeg1 
felülete =  kör. Om X ab, — a1 gömb körül írotté — kör. 
OM xAB; ezen két felületek közötti különbség lesz: 

körűiét OM X AB — körűlet Oni x  ab.
Ezen különbség1 kifejezetének első tagja nagyobb, mint 
a1 második, mert AB >  ab, ’s következőleg, kö
rűiét OM >  körűiét Om. De látnivaló, hogy minél 
inkább szaporítjuk a1 szülő rendes sokszögek1 oldalai
nak számát: annál inkább közeledvén az egyenlőség
hez az OM és Om sugarak, az OM körülete is, az Om 
körületéhez annál közelebb jár, — ’s az AB és ab közt 
is annál kisebb lesz a1 különbség. Hlyen móddal a1 
gömb körül-, és a1 gömbbe Írható rendes sokszögű tö
megek1 felületei végellenül közelíthetnek egymáshoz; 
és ekkor közülök akármcllyiknek felülete, a1 gömb1 
felületéhez is végellcnül közelít.

213. $.
A ’ gömb1 felülete kijő, ha az azon írható nagy kör’ m. >62 

körülete, az átmérővel sok szoroz tátik.
Ha, az előbbi §-ban előadottak szerint, a’gömb-be, 

és gömb körül írható rendes sokszögek1 szülő oldalai
nak számát végetlennek lenni gondoljuk : akkor az Om, 
akár 031 végcllenül közelít a1 gömb1 sugarához =  R,
— és az ab, akár AB, a* gömb1 tengelyéhez, vagy át
mérőjéhez =  2R =  D ; és azon rendes sokszögű tö
megek közül akármcllyiknek felülete t. i körűiét Om X 
ab, akár körűiét 031 X AB végellenül közelit a" gömb1 
felületéhez , melly ehhezképest végellenül közelítőleg 
így fejeztethetik k i:



gömb’ felülete =  körűiét R X 2R, 
vagy a’ gömb' felületén írháló nagy kör’ kerületét, 
inellynek R a’ sugara, C-nek nevezvén, a1 2R helyett 
pedig átmérőt — l)-t vévén:

gömb' felülete =  C x D
És mivel tudjuk a’ fentebbiekből, (111. §.) hogy C — 
?rD =  2n:R: lesz

gömb' felülete =  ?rD2 =  4*R2.
És mivel (111. §.) ítR2 =  egy kör’ udvara, mellynek 
R a’ sugara: látnivaló, hogg a' gömb' felülete négy
akkora, mint az, azon írható nagy kör* udvara.

Köveik. ÍJ A1 212 és 213. §-bani okoskodások’ 
nyomán nyilván van , hogy a’ gömbfedő-nek , mellyet 
p. o. az acd, vagy bfed körív szül, domború udvara 
kijő,ha a' nagykor' kövülete, a' gömb fedő' magosságával, 
ak, vagy bk, sokszoroztatik.

Követk. 2) A’ gömböv nem egyéb lévén, mint két 
gömbfedö közötti különbség: nyilván van, hogy a' 
gömböv' udvara is kijő, ha annak magossága, a' nagy 
kör' kövületével sokszoroztatik.

Követk. 3) Ali vei a’ gömb’ felülete annyi, mint 
4 nagy kör' udvara; több körök’ udvarai pedig úgy 
vannak egymáshoz, mint sugaraik’ vagy átmérőik’ 
négyiegei: innen több gömbök' felületei is úgy vannak 
egymáshoz, mint sugaraik' vagy átmérőik' négylegei. — 
A’ gömbfedö' és gömböv' udvara úgy van a’ gömb’ fe
lületéhez, mint magosságuk nz átmérőhöz. — Két 
gömbfedő’ és két gömböv’ udvarai úgy vannak egy
máshoz, mint sugaraiknak, vagy megfelelő vonalaik
nak négyiegei.

214. §.
Az ék felület', vagy cetélő' udvara, úgy van az egész



gömb’ felületéhez, vagy a’ vetélő’ lapszöglete úgy van 
ét egyenes szöghez, «’ mint van azon nagy körbőli körív, 
melly ezen lapszöglelet méri, az egész körűiéihez.

Ugyanis ha a’ gömb’ felületén nehány egyenlő ve- 
télöket csinálunk, például négyet, — azoknak lapszög
letei is egyenlők lesznek, ésígy az ezeket mérő 
körívek is egyenlők ; ’s egyik egyik a’ nagy körnek 
negyed része. És mivel ezen 4 vetélő’ felülete együtt 
az egcsz gömb’ felületét teszi: látnivaló, hogy egy- 
egy közülök úgy van az egész gömb’ felületéhez, mint 
1 : 4. — így akárhdnyad része legyen a’ nagy körnek, 
a’ vetélő’lapszögletét mérő körív: annyid része a' gömb’ 
felületének a’ vetélő’ felülete.

így tehát, ha a’ gömb’ felületét kiszámítottuk: a’ vetélő’ 
felületét könnyű kiszámítni, csak azt tudjuk, hogy 
ennek mérő köríve hányad-része a’ nagy körnek. Ila 
ezen hányadrészt- vagy viszonyt mutató mennyi
ség =  N: lesz a’ vetélő’ felülete =  N x  *D2, vagy 
N X 4*R2.

Továbbá: mivel a’ gömb’ felülete, egy háromegye- 
nesszögü gömbháromszöghez viszonyíltatván =  8 ; és 
mivel két illyen háromszög egy vetélöt képez : ha 
akármclly vetélő’ lapszögletét az egyenes szöghez 
viszonyítva (melly egyenesszög —1) A-nak nevezzük; 
tehát: A: 4, vagy2A : 8 : úgy van a’ vetélő' felü
lete a’ gömb' felületéhez; ésígy a’ vélélö’ felülete =  
2A, — t. i. a’ 8-hoz viszonyítva.

A’ hasonló vetélők’ felületei úgy vannak egymás
hoz, mint sugaraiknak, vagy megfelelő köríveiknek 
négylegei.



215. §.

u. ioj. Bármelly gömbháromszög’ ABC (id -i6 3 J  udvar- 
területe úgy van a’ gömb’’ egész felületéhez, mint az 
ő 3 szögletei' összegének, hét egyenesszögletet felül
haladó része, a’ 8 egyenes szöglethez.

Húzzuk ki a’ gömb’ felületén egész köriiletét azon 
nagy köröknek, mellyeknek körívei képzik az ABC 
gömbháromszöget. Ezen 3 nagy körök egymást ke
resztül vágván, képeznek 8 gömbháromszöget, mellyek 
közül minden áltnlellenben megfelelő kettő-kettő egy
mással egyenlő, mivel minden részeikben egyenlő há
rom Inpú leslszögleteknek felelnek meg. így p. o. az 
AFE gömbháromszög egyenlő az A 'III-vei, ’sat. —

Ez így levéli: Alii -+- AFE együtt véve egyenlők 
egy vetélő-vei, mellynek szöglete =  A , ésígy lap- 
szögletének mértéke épen az, a’ mi az A -nak, t. i. a’ 
kérdéses gömbháromszög’ egyik szögletének mértéke. 
Továbbá: BDE -+- BG1I együttvéve (mivel BGII == 
B'DE) =  egy vetélő, mellynek szöglete (ésígy lap
szöglete is) — B, t. i. a’ kérdéses gömbháromszög’ má
sik szöglete, — Végre: CFG CID == egy vetélő, 
mellynek szöglete f ’s így lapszöglete is) =  C, t. i. a’ 
kérdéses gömbháromszög’ harmadik szöglete.

Már (214. §. szerint) úgy van a’ vetélő felülete a’ 
gömb’ felületéhez — mellyet nevezünk S-nek: mint a’ 
lapszöglet’ ketlőzete, 8 egyenes szöghez.

Ésígy:
A lii-4- AFE: S =  2A : 8,
BDE-f- BGII: S =  2B: 8,
CFG -+- CID : S =  2C : 8.



innen, az előtagokat összeadva:
AHIh-  AFE -+- BDE -+- BGII -f- CFG -+- CID : S =
2 (A -+- B -+- C ) : 8

Azonban ha ezen arány’ legelső tagját figyelemmel 
megnézzük : látjuk, hogy az nem egyéb, mint aT gömb’ 
fél felülete, és még azon felül az ABC gömbháromszög 
kétszer véve. Azonban, mivel a’ gömb’ felülete =  8 : 
annak fél felülete 4. Innen az előbbi arány így lesz :

2ABC-+- 4: S == 2CAh-B -^-C ): 8.
Innen: ha az előtagokat egyformán kevesítjük, min- 

denikböl elvevén 4 -e t; és mindeniket elosztván 
2-vel.

2ABC: S =  2 (A +  B +  C) — 4: 8,
ABC: S = A  h- B - i- C  — 2 :8  

azaz: úgy van az ABC gömbháromszög udvarterü- 
lete a’ gömb’ felületéhez: mint az ö három-szögletei 
összegének 2 egyenes szöget felűlhaladó része, 
( A A r B  -+-C — 27, 8 egyenes szöglethez.

Innen, miután a’ gömb’ felületét kiszámítjuk, abból, 
felületén képezhető bármelly háromszög1 udvarát, — 
csak ennek szögleteit ismerjük, — ki lehet számüni, 
— mert
udvar ABC — (szöglet A -h  B C—2egyenes szög} X S

8 egyenes szög
v: udv.A B C = (szöglet Aa -B-í -C— 160°j x  gömbfelület

720.

216. §.

Ila egy félkörnek „asdefb^ (id. 162.) mind körűle, 
mind bele, ugyanannyi oldalú, két rendes sokszögek’ 
darabjait aede, és ACDE Írjuk; és ezen egész idomot



az 6tengelye AB körül megfordítjuk: az „Oacde“, és 
OACDE sokszögű gerézdelé körülforduldsa által szár
mazott testek’ tömege külön külön kijö, ha az illetőleg 
beleírott kör’ udvarának két harmada, «’ felvett sok
szögű tömegdarabnak a' tengelyen felvett magosságával 
sokszoroztunk; azaz, az „Oacde“ körbe írott sokszögű 
gerezdé körülforduldsa állal származóit test’ tömegtar-
falma =  2/ 3jr. Om y a V ; — és az OACDE körülírott 
sokszögű gerézd' körülforduldsa által származóit lest* tö
meg tartalma —  2/ 37T. OJf X AS.

Vegyük fel elsőben a’ körbeírolt rendes sokszögű 
gerezd’ köriilfordulása által származott tömeget.

Csináljunk ollyan idomrajzot, mint id. 162. És ne
vezzük e l: tömeg Oac-nvk , tömeg Ocd-tiek, tömeg 
Ode-nek az Oac, Ocd, Ode egyenlő háromszögek’ kö
rülfordulása által származott tömegeket. — Ha ezen 
tömegeket vizsgálat alá vesszük : ismét 3 esetet külön
böztessünk meg.x

1) Ila az oldal’ egyik vége a’ tengely’ végével 
összeér, mint ac: akkor a’ megfelelő Oac tömeget 
úgy tekinthetjük, mint két részből állót, t. i. a) az 
Ocl háromszög* köriilfordulása által származott kúpból, 
és b) az acl háromszög’ körülforduldsa állal szárma
zott kúpból. Ezen kúpoknak illető magosságaik, a’ 
tengelynek 01 és al részei; — közös fenekük pedig 
a' cl sugár állal képződő kör’ udvara, mellynek kifeje
zete =  n. cl2- Innen : 

tömeg Oac—  . c l ' X 01 -h  ]/ 3n . c f  X al. 
vagy: tömeg Oac =  ]/ 3n. eV x  (Ol-t-al). 

vagy: tömeg Oac — y t* . cl2 X aO.



Az Oac tömeg’ ezen kifejezete helyett csináljunk 
ollyat, mellyben előjövő mennyiségek az állítmányban 
foglaltatnak. Erre nézve: az Iac , és Oam három
szögek hasonlók lévén, — mivel mindenikben van egy- 
egy egyenesszög, — és egy közös szöglet =  a : tehát 
bennök illy arány áll:

ac : cl =  aO: Om.
Továbbá ugyanazon Iac háromszög az Omp-vel is 

hasonló lévén, — mivel oldalaik megfelelöleg egymásra 
függőlegesek: áll bennök illy arány: 

a l : ac =  mp : Om.
Már ezen két arányt, tagról tagra egymással sok

szorozván, és a’ közös sokszorozókai kihagyván, — 
lesz:

a l : cl =  aO X mp; 0m“;
— •>

innen: cl X aO X mp — al X Om“,
vagy, mivel: mp =  l/ 2 cl ; lesz:

Ví ' cT x  a O = Ö in ! X aI.
innen: cl" X aO =  20m 2 X al.
Már az imént látánk, hogy: 

tömeg Oac —  ]/ 3ti . cl" X aO,
egyenlő helyett egyenlőt tevén: 

tömeg Oac =  }A tc . 20m2 x  al. 

vagy: tömeg Oac —  . Om' x al. . . . (1)
2) Ha az oldal nem ér össze a’ tengely’ végével, és 

a’ tengelylyel nem egyközü; mint de: ezen esetben, ha 
megnyujtjuk a’ dc-t; míg a’ tengelylyel össze nem ér 
a’ T-ben, lesz:

tömeg Ocd =  tömeg OTd -• tömeg OTc.



Úgyde: tömeg OTd =  kúp OKd -+- kúp KTd
............ =  i . dK X TO;

é s : tömeg OTc =  kúp Ocl -+- kúp Tel

.............=  > /,* . cl2 X TO.
Innen: Ocd = T/j?r dK- X  TO — l/ z*  .c l X  TO

vagy: tömeg Ocd =  (dK~ — cl") X TO.

Már azon négylegek’ különbségét, melly kapcsok 
közé van zárva, sokszorozókra fejtvén, lesz :

tömeg Ocd =  (dK-t- cl). (dK — cl) x  TO.

Továbbá, megjegyezvén, hogy a’ dcIK  oldalmásban 
dK —í— cl — 2/R;és hogy: dK— cl =  dK — IIK =  
dlí: lesz :

tömeg Ocd —  2/ 37r . /R x  dlí x  TO.

Még az van hátra, hogy ezen kifejezetet olly alakra 
változtassuk, mellynek tagjai az állilmányban foglal- 
tatvák. Erre nézve, ha a’ cdll és TO/, valamint a’ 
cdll és /OR háromszögeket, mellyek, a’ fentebb adott 
oknál fogva, egymáshoz hasonlók, párjával összehason
lítjuk : illyen arányaink lesznek azokban : 

cd: dlí =  TO: 0/, 
cH: cd = / R :  0 /;

ezeket egymással tagonkint sokszorozván:

cH: d l l =  /R X TO: Öll \  
vagy, mivel: cll =  IK, és 0/ =  Óin:

IK: dll =  ffi X TO: Om2;

innen: IRx dH x  TO =  Om' x  IK,
ésígy végre:

tömeg Ocd =  \x  . Om' X IK. . . . (2)



3 ) Ha az oldal a’ tengelylyel egyközü, mint de : 
azon esetben a’ deVK parlag’ körüífordulása által szár
mazott hengerből kivonván azon két kúpokat, mellyek 
a’ dOIÍ és eOV két háromszögek’ körüífordulása által 
származnak, lesz:

tömeg Ode =  2/ 3?r . Om “ x  KV. . . . (3)

Már most ezen három (1), (2), (3 ) kifejezeteket 
összevevén, lesz *•
tömeg acdeO =  . Om (al -t- IK -f- KV),

'— 2
vagy: tömeg acdeO =  . Om x  aV.

E’ szerint az állítmány’ első része meg van mu
tatva.

Kiterjesztvén ezen megmutatást a’ félkörbe írott 
fél rendes sokszög’ körüífordulása által származott egész
rendes sokszögű test’ tömegtartalmára, lesz :

—■ 2
tömeg acdefb =  \n  . Om x  ab.

azaz; a’ körbe, vagyis ennek körüífordulása által 
származott gömbbe írható rendes sokszögű test’ tömeg- 
tartalma kijö, ha ezen testbe bele írható kör’ udvarának 
két harmada, az ezen test körül irhaló kör’ átmérőjével 
sokszoroztálik.

Most már, ha a’ felvett kör körül írott rendes sok
szög-darabot ACDE felvesszük, ’s képzeljük bele írva 
lenni egy másik körbe, mellynek sugara OA : az ál
lítmány’ másik része, épen olly móddal, mint az első, 
bebizonyíltathatik. Következőleg:

tömeg ACDEFB— . Om '. AB.

azaz; a’kör körűi, vagyis ennek megfordulása által 
származott gömb körül irható rendes sokszögű test’ tö-



megtartatnia k'ijő, ha ezen testbe beleír ott kör} udvarának 
két harmada, az ezen test körül írható kör’ átmérőjével 
sokszor oztatik.

Következni. A’ gömbbe írolt rendes sokszögű test’
•— 2

tömege =  .0m X ab ;—a" gömb körül írotté pedig

=  . OM X  AB. — A' két test’ tömege közötti
különbség lesz tehát:

=  !*. (OM2 X AB -  Oll2 X ab).

Ezen különbség’ kifejezetének első tagja mindig 
nagyobb a’ másodiknál. De látnivaló, hogy minél in
kább szaporítjuk a’ szülő rendes sokszögek’ olda
lainak számát: annál inkább közeledvén az egyenlő
séghez az OM és Om sugarak, — az AB és ab közt 
is annál kisebb lesz a’ különbség. Illy móddal, a’ gömb 
körül, és gömbbe írható rendes sokszögű testek’ tö
megtartalmai végetlenül közelíthetnek egymáshoz, és 
ekkor közülök akármelyiknek tömeglarlalma a’ gömb’ 
tömegtartalmához is végetlenül közelít.

217. §.

A  gömb’ tömegtartalma kijő, ha az azon irható nagy 
kör’ udvarának két harmada az átmérővel sokszoroz
tál ik.

Ha az előbbi §-ban előadottak szerint, a’ gömbbe 
és gömb körül írható rendes sokszögű testek’ szülő 
oldalainak számát végellennek lenni gondoljuk : akkor 
az Om, akár OM végellenül közelít a' gömb’ sugará
hoz =  R, — és az ab, akár AB, a’ gömb’ tengelyé
hez, vagy átmérőjéhez = 2 R  =  D ; — és azon 
rendes sokszögű testek közül akármely iknek tömegtar-



talma, t. i. akár: \n  . Om' X ab, akár: \n  . OM" X 
AB, végellenül közelít a’ gömb’ tömegtartalmához; 
melly is ekliezképest végetlenül közelítőleg így fejez
tetik ki:

gömb tömege =  R2 X 2R 
vagy: =  R* X D 
vagy: =  -Itt . R2 X 3 R 
vagy: =  . R3
v a g y :=  -Jár . D3 =  (y jr .| D2x D =  */l2n D3) 

melly különböző kifejezetek mind a’ gömb’ tömeg- 
ta r ta lm á t  mulatják. A’ harmadikból láthatjuk, hogy a’ 
gömb’ tömegtartalma kijő,ha annak felülete, egy harmad
rész sugarával sokszoroztunk

A’ negyedik kifejezőiből, t. i. =  . R3, pedig azt
láthatjuk, hogy mivel a’ \n  minden gömbök körül 
változatlanul marad, — és csak a’ másik sokszorozó, 
t. i. R3 változik a’ különböző gömbök szerint: tehát 
különböző gömbök’ tömegtartalmai úgy vannak egymáshoz, 
mint sugaraik’ — koczkahatványai.

218. §.

A’ mondottakon alapulnak e’ következő — a’ tanuló 
által könnyen bebizonyítandó — állítmányok :

13 A * gömbgerezd’ tömegtartalma kijö, ha az an
nak fenékül szolgáló gömb fedő’ udvara, egy harmadrész 
sugárral sokszoroztunk.

2) A  gömbgerézd’ tömegtartalma úgy van az egész 
gömb’ tömegtartalmához, mint a' gerézdnek fenékül szol
gáló gömbfedő’ magossága az átmérőhöz.

3) A  hasonló gömbgerézdek’ tömegtartalmai úgy 
vannak egymáshoz, mint sugaraiknak, c a ^  megfelelő 
vonalaiknak koczkahatványai.



4} A ’ gömbszeletnek, nagy pillének tömegtartalma 
kijő, ha a’megfelelő gömbgerézd’ tömegéből, a’ megfelelő 
kúp’ tömege kivonaük.

ö) A’ karika’ tömegtartalma annyi, mint azon két 
pillék’ tömeg tart almai közötti különbség, mellycknek fe
nekeit a’ karika’ fenekei képezik.

6) Az ugyanazon fenekű és magossdgú „kúp'e(,
},gömb'“ — és „henger “ tömegtartalmaik (kúp =  '^JV , 
gömb =  henger =  4jjri253  úgy vannak egymás
hoz, mint r r  í  : 2 : 3.

Jegyz.  Archimedes ezen teteit bizonyította he, ’s ebből hozta Ic a ’ 
tömcgtarlalmának kifejezetét. Ez ama hires archimedesi állít
mány. — Archiinedes sírkövére gömböt és hengert metszetett, 
mellyről Cicaro Syracusában sírjára rátalált.

7) A ’ gömbnek, — az a’ körül írott hengernek, és a* • 
körüUrott egyenohlalú kúpnak tömeg tart almaik úgy van
nak egymáshoz, mint 4 : 6 : 9. Ésígy a’ henger ama 
kettő között tértani középszeres.

83 A ’ gömbnek, — «’ beleírott egyenoldalú henger
nek, — és a’ beleírott egyenohlalú kúpnak tömegtartal
maik úgy vannak egymáshoz, mint -vr 32 : 12 \/ 2 : 9. 
Ésígy a’ henger ama kettő közt is tértani középszeres.

HATODIK CZIKKELY.

Terület-  és tömegtant illető gyakorlati feladatok.

219. §.

I. Egy páráig’ udvara 135 □  öl,- talpa és ma
gossága úgy vannak egymáshoz, mint 5: 3. — Ezen 
talpat és magosságot megtalálni.



Legyen a’ magosság =  x, így a' talp lesz 5x,
3

és az udvar x. 5x, vagy 5x2. És 5x- =  135, —
~3 . ~ ~ 3 . T *

innen: x2 = 8 1 ,  x = 9 ,  és 5x =  15.
3~

II. Egy párlag’ udvara 54 □  öl, talpa 3 öllel kosz- 
szabb, mint magossága. — Talpát és magosságát meg
találni.

Legyen a’ magosság =  x, a’ talp lesz e’ szerint =  
x-h3, és az udvar =  x. (x-f-3); innen x (x -b3 ) =
54; -  x2 h- 3 x =  54. Ebből: x = 6 ;  x-h3 =  9

III. 1 alamelly kiadott négylcg' udvarával—  ö?, m. io4. 
egyenlő ndvarú olhjan páriagot csinálni, mcllynek talpa
és magossága közötti különbség legyen egy bizonyos adott 
vonal AF  (id. 164.)

Hogy ezen fel adatottérfanilag megfejtsük: azAF- 
fel, mint átmérővel csináljunk kör- körületet; az A 
pontra függőlegesen állítsuk fel az AB-t, melly az adott 
négyleg’ oldalával =  a egyenlő legyen; a’ Bpontból, 
a’ kör’ középpontján keresztül húzzunk BE szelőt. A’ BD 
és BE vonalak lesznek a' párlagnak keresett talpa és ma
gossága, mert ezek közötti különbség =  DE =  AF, — 
azonban, mint fentebb tanultuk — az AB érintő lévén a’

körűiéire: AB" =  a- =  BD X BE.
IV. Fgy párlag' udvara 35 □  öl, a’ talp' és magos-  

ság’ összege =  20 öl: ezeket megtalálni.
Legyen a’ m agosság= x, a’ talp =  20—x,

— udvar =  x (20—x) =  20x—x2, — és 20x—x2
=  35, innen: x =  10 - V 65 =  18,06, és 20—x .
=  1.94



M. 165.

i<l. 166

Id. 167

V. Valamelly kiadott ncgyleg' udvarával =  a2 
egyenlő udvarit ollyan parlagot csinálni, mellynek talpá
nak és magasságának összege legyen egy bizonyos adott 
vonal BD. (id. 165).

Hogy ezen feladatot térfanilag megfejthessük: a’ 
BD vonallal, mint átmérővel, kört csinálván, — a B 
pontra emeljük a’ BF függönyt, melly az adott négy- 
lég’ oldalával egyenlő legyen =  a. — Az F pontnál 
húzzunk a’ BD-vel egyközüt — FE, és az E pontról 
eresszünk az átmérőre függönyt =  EA. — Ekkor a’ 
BA és AD lesznek a’ keresett párlagnak talpa és ma
gossága, mert 1) azoknak összege a’ kiadott BD vonal,

2 ) AB X AD =  AE 2 == BF’ == a2.

220. § .

VI. Az OBC egyenoldalú háromszögnek (id. 166J 
egyegy oldala — 12 öl: udvarát megtalálni.

Ezen háromszög’ magossága =  OII, a’ BC oldalt 
két egyenlő részre oszlja, BIí === IIC =  6° — Úgy de 
a* COH egyenesszögü A -hen :

OII =  V oC ' — CH2. Azonban 0 C = 12 ,C II =  6.
Ésígy: OII =  V144 - 3 6  =  VlOS =  10,392.
innen: udvar OBC =  OH X CII =  62,35 □  öl.

VII. Megtalálni udvarát az siBC háromszögnek 
(id. 167), mellynek oldalai: AB  =  8 % AC =  7°, 
BC—  5°.

Legyen az AD magosság =- h,és a' BD darab =  x. 
Ekkor DC =  5—x. — És az ADB és ADC egyenes
szögü háromszögekben illy egyenletek állanak: 

h2 =  82 -  x1 
h2 =  V  -  (5 -  x y



innen: 82 — x2 =  72 -  (5 —x> 

innen; x =  4, — és: h =  y/8~—42 =  V64—16 
h =  V48 =  6,9282...

udvar'ARG =  l/ :h x  BC =  3,4641... X 5=17,320...
=  17,320.. c m

VIII. Az ABC ( id. 168) háromszög' udvarát, az a ^ 8. 
AB oldalhoz egyközű vonalak által egyenlő részekre 
osztani.

Tegyük fel, hogy a’ feladat meg van fejtve, és 
hogy GF és EH azon keresett vonalak, mellyek a1 há
romszöget egyenlő részekre osztják. Ha ez így van: 
akkor
AACB: AGCF: AECH =  3 : 2 : 1 .  Úgyde:

A  A CB: AGCF: AECIl =  Cb ':  CG% C E \

És íg y : CB2 : CG' : CE2 =  3: 2:  1. 

vagy : C F :  CG": =  3: 2,

CB3: CE3 =  3: 1.
Már ha a’ CB oldal kiadatik számokban : meg lehet 

határozni, mind a’ CG-f, mind a’ CE-t, vagyis a’ G, 
és E pontoknak a’ BC oldalon hova esését, — melly 
pontokról kell pedig az AB-vel egyközü vonalakat 
húzni.

2 2 1 . § .

IX. Egy négy lég' oldala 5 öl: megtalálni az ebbe 
beleírod, és körűle írott kör’ udvarát.

A' beleírott kör’ sugara =  r, annyi, mint a' négyleg 
oldalának fele. A’ körűié írott kör’ sugara =  R pedig

II. Rész. Tértan. 14



annyi mint a’ négyleg’ szögszelöjének fele. Tehát: r = 5/ 2 

öl, R = 1/ 2 V50.
Tehát: a beleirolt kör', minaret =  xr'1 =  n X 25A ,  
és: a’ köi'űUrottkör* udvara =  ?rR2 =  n x  5% .

Az utóbbi kör’ udvara tehát kétakkora mint, az 
előbbié.

A’ ít =  3,14 lévén: lesz a’ beleírott kör’ udvara 
=  3,14 X 2*A == 19,625 . . . □ ö l. ’sat.

X. Egy rendes hatszög’ oldala =  6 öl: meg
találni a’ bele irótt, és körűleírott körök’ udvarait

Mivel a’ körűleírott kör’ sugara, egyenlő a’ rendes 
hatszög’ oldalával =  6°, — a’beleírott kör' sugara lesz

=  V 62—32 =  V27.
Következőleg:

körülirott kör’ udvara —  n x  36 =  3,14 X 36 =  
113,14 .□«
beleírott kör' udvara =  * x  27 =  3,14 X 27 =  
84,85 D 0.

XI. Egy kör’ körűidéből, mcllynek sugara —  2,5 
öl, 87,53 foknyi körív hosszát =  x  , öl-mértékben 
megtalálni.

Az egész körűiét ölmértékben =  2 n X 2,5, vagy 
=• 15,7. Innen:

360 : 87, 5 3 =  15, 7 : x, innen: x =  3,82 .. öl.
XII. Kiszámílni a' körgerézd' udvarát x , melly-  

nck köríve =  87,53 fok, és sugara =  2,5 ö/.
Miután — a’ XI. szerint — 87,53 foknyi körív =  

3,82 .. ö l: lesz a’ körgerézd’ udvara, t. i.
x =  (3,82 . . X 2 ,5  X '/a) □  öl =  4,775 □  öl.



222. § .

XIII. Egy pdrlap’ tömegtartalma =  840 koczka- 
öl, — ’s három mértékei [széle, hossza, magossága) 
úgy vannak egymáshoz, mint 7 , 5 , 3 :  kitalálni ezen 
mértékeit.

A' tereseit három mértékeit így fejezhetni k i: 7x, 
5x, 3x. Innen a1 párlap’íömegtartalma =  7 x . 5 x . 3 x =  
105x3 — koczkaöl.

Úgyde: lOöx1 = 8 4 0 * , innen: x3= 8 ,  ésx =  2.
Innen: a’ három mértékek =  14, 10, 6 ölek.
XIV. Adatván a? kúp’ magossága [id. 169) SO 

=  15°, — fenéksugara OA —  6°, — a’ tetőtől az 
A 10 ‘B ‘ metszőkig való távolság S 0 ‘ =  4°: megta
lálni a’ csonka kúpnak AIW A*  1) oldal felületét, 2) 
tömegtartalmát.

1) Előbb is ki kell szúmítni azA'O'B' felső fenék’ 
sugarát, illy arányon:

SO: SO' =  AO: A'O', mellyböl:
A'O' =  AO X SO' =  24 8°

"S O  ÍÉT 5
Innen:

felület 9 
ABB'AW l * x  0A 4- 2^X  A'O' 

2
x 0 0 '= * 418D0A

5
=  262,74. . □  öl.

2) SAB kúptömeg =  |/3 * SO X AO2 51180 □« 

SA'B' kúptömeg =  \  3* SO' x  A O' =  * 256D 0
Y ö



Innen:
/ ^  2 5 6 1 ,

ABB'A' csonka kúptömeg =  n X (180————j  koczkaöl 

—. 554,986 koczkaöl. »
XV. Feltévén, hogy földünk tökéletes gömb, ’s su

gara 860 mért föld: kiszámítni annak ÍJ  körűletét, 
2)  felületét,' 3J tömeglarlalmdt
1 )  körűlete =  2^.R = 2 X  3,1416 X 360=  5403,55 mf.
2) /e/«/efe=4dft2—4x3,1 4 16x(860)2=  9294103 □  mf. 
33töm. tártai.—Art.R *'x l/z R== 2658113458 koczka mf.

XVI. A'nap' átmérője a' földénél 112.88-szorta 
nagyobb: hát a’ nap' tömegtartalma mi viszonyban van 
a' földéhez ?

A ' gömbök’ tömegtartalmai olly viszonyban vannak 
egymáshoz, mint sugaraiknak, vagy átmérőiknek kocz- 
kahalványai. Ésígy:

nap’ tömege: földtömeg —  (112,88)’ : ( l ) 5 
innen a- nap’ tömege 1408250-szer nagyobb, mint 

a’ földé.

123. §.

XVII. Henger-mérőpálczdl készíteni.
Ilenger-mérö pálosának neveztetik az ollyan esz

köz, mellyel megvizsgáljak, hogy valamelly kis henger’ 
tömegtartalma mi viszonyban van egy hasonló nagyobb 
hengeréhez. Ez kétféle: kettős, és úllallós.

1) Kellős-1 így lehet készítni. Felvevőn egy is
mert tartalmú kis hengert, p. 0. egy akóst, annak fe
nék-átmérőjét — ab letesszük papirosra (id. 170.}, 
p. legyen — a -1 ; ekkor az a pontnál ugyanakkora



vonalat egyenes-szögre állítunk =  ab , ’s kihúzván 
a’ feszesoldalt =  b - 1 : ez — a’ pythagorasi állítmány 
szerint — két akós henger1 fenék-átmérője lesz, — 
ugyanollynn magossághoz; — ezen b-1 vonalat tehát 
lefektetjük az a pontból kezdve =  a-2. Most a1 b—töl 
a1 2-re húzunk fcszesoldalt, ’s b-2 — lesz 3 okos — 
ugyanollyan magosságú henger1 fenék-átmérője, — ’s 
ezt is az íz—tói kezdve lefektetjük =  a-3. így megha
tározván — feszes-oldalok’ húzása állal a1 4, 5, 6, ’sat. 
akós—ugyanollyan magosságú—hengerek1 átmérőit, — 
’s mindazokat az a ponttól kezdve lefektetvén: miután 
ezen mérték papiroson készen van, — szabatosan fel
rójuk azt fa- vagy vaspálezára. Már ha ezen pálcza- 
mértékkel, valamelly henger1 fenekének átmérőjét meg
mérjük : meglátjuk, hányszorta nagyobb azon fenék1 
területe , a’ mi kis hengerünk’ fenék-területénél. És 
ha ezen nagy hengernek'magossága épen akkora volna, 
mint a’ mi kis hengerünké : annak lömcgtartalma, 
annyiszorta nagyobb volna a1 mi kis hengerünkénél, 
a1 hányszorta nagyobb fcnéklerülete. De mivel annak 
magossága nagyobb: tehát azt is meg kell tudni, hány
szor van meg a’ kisebbik henger1 magossága a’ na- 
gyobbikéban. — E’ végre a1 páleza1 másik oldalára a’ 
kis henger’ magossága néhányszor felrovatik; ’s azzal 
a’ nagy henger’ magossága megméretvén : ha a1 
magosságot mutató szám, a’ fenék-átmérőt mutató 
számmal sokszoroztatik : kijó a1 nagy henger1 tömeg
tartalma, p. o. mutatna a1 fenék 5-t, a’ magosság 3 - t : 
lenne a1 tömegtartalom — 3 >< 5 =  15 akós. — ózon
ban, mivel a* mi hordóink’ átmérője középen nagyobb, 
mint a1 két végen: tehát n1 szájokon is bedugván a1 
pálezát, az oltani- és a1 fenék-átmérő közt közép-



szerest kell venni, ’s azzal sokszorozni a’ magas
ságot.

id.ni. 2) Az dltallós hengermérö pálcza így készül: 
(id. 171.) felvévén egy határozott lömegtartalmú, p. 
egy akós, ollyan kis hengert, mellynek magossága 
fenék-átmérőjével egyenlő legyen: ki kell keresni 
annak szögszelőjét, vagy általióját =  ac, a’ legkisebb

mértékben, p. vonalban, — t. i. ac =  V^áb2 H- be2.
Ezt le kell tenni papirosra. Már ki kell keresni két — 
három — négy — ’sat. akós, ollyan hengerek’ szög- 
szelőit , mellyeknek magosságuk akkora, mint fenék- 
átméröjök. De miképen? Tudjuk, hogy a’ hasonló 
testek’ tömegeik úgy vannak egymáshoz, mint meg
felelő vonalaik’ — p. o. szögszelöik’ koczkahatvá- 
nyai; — vagy megfordítva, a szögszelők’ koczka- 
hatványai úgy vannak, mint a’ tömegek. Ha tehát 
tudnám p. o. hogy egy akós’ illy kis henger’ szög- 
szelője =  25 hüvelyk =  a c : kikeresném a’ két akós’
hasonló henger’szögszelőjét illy arányon: 1: 2 =  25 •

x3, és x =  ^ 2 x 251$ ~  a’ 3 akósét így: 1: 3 =

253 : x3, ’s innen ismét x —  V § ^  253. így kikeres
vén néhányét, — ’s felróván, egy közös kezdőpont
ból, fa- vagy vaspálezára: kész az általlós henger- 
mérő páleza ; de a’ mellyel közvetlen csak ollyan 
hengert lehet mérni , mellynek magossága egyenlő 
fenék-átmérőjével. Ebbe ha szögszelöleg bele dugom: 
megmutatja , hányszorta nagyobb ennek tömegtartalma 
a’ felvett kis hengerénél.

Lehet azonban ezzel olly hengert is mérni, melly
nek magossága két-akkora, mint fenék-átmérője, mini
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p. a’ minők rendesen a’ mi hordáink*, — t. i. ez a’ 
hordó száján a’ fenék’ aljára dugatván, a’ hordó’ fe
lének öblösségét mulatja, — mellyel kélszer vévén, 
— vagy pedig a’ pálezára leendő’ rovásokai két
szerezvén , — kitűnik az egész hordó’ öblössége; — 
legalább ki fogna tűnni hibátlanul — ha a’ bordó hasas 
nem volna.
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lap. sor. hiba ja v í ld *.

8 9 (alul) f e ....................................
— 8 —  f e ...................................
— 5 —  a '  t .............................. az f .

— 3 —  p g  .............................. pq.
10 5 (felül) E G F I I E ........................ EGFE.
13 1 (alul) ca C A ........................ ca =  CA.
15 2 (felül) A C E ............................................... ECB.
20 6 (alul) =  e d ...............................................

31 3 (felül) z ~ \~  t =  t - f -  v . . z - f - 1 =  x - 4 -  v.
37 14 —  aAB, bBC, cCD, . . ABb, BCc, CDe,
— 8 (alúl) X  2r =  n —  (n —  2 )X 2r X 2 r  =  [ n - ( n - 2 ) ] X 2 r
40 1 (felül) (id. 4 7 ) ........................ (47. § .) .

41 10 (alúl) n y ég szö g ........................ négyszög.
45 1 —  <^ABD =  D<^BC . . <^ABD=<^DBC
46 14 —  az Al-ben egyenlő . az Al-ben 2 egyenlő
— 12 —  AC =  CD . . . . AC :  CD
57 3 (felül) < ^ = c d e  . . . . =  cde
69 14 (alúl) v a g y .............................. vagyis
75 10 —  k ó r - l e t e ........................ körületc
76 11 (felül) körűiéinek átméröhözi . átmérőnek körülethezi
82 1 (alúl) lé sulyiueróvel . . légsulymérővel
88 4 —  v. Q  ö l ........................ v. egy □  öl
89 11 — udvara ........................ udvara
— 7 —  változlan i........................ változtatni
90 6 (felül) mivel /S. ABC . . mivel ABD
92 10 —  kerifés'Xapofh. , . kerítés X  féle póth.
96 1 — o ld a ik .............................. oldalaik.
— 14 (alúl) egyenes-szögű, háromszög egyenes-szögű háromszög*
98 14 (felül) X, Y, Z............................

—2 — 2
x, y, z.
— 2 — -

101 3 —  aC : bB . . . . aC : bC
105 5 —  lehát, f e le ....................... tehát föle,
107 2 (alúl) egy s í k o t ........................ egy közös síkot



lap. sor. hí ha javilái.
117 11 (alúl) határvonallal.................... határvonalnál
126 9 (felöl) pedig domború . . . . vagy pedig domború .
148 7 (alúl) e rü le tta n b a n ........................ terúlettaüban
149 7 (síiül) fekvő fe n e k e ........................ felső feneke

nb. a1 166. §-t. illető 144-dik idomon — alább — teendő javításra
íigyelmezzen az olvasó.

159 2 (felül) (id. 1 0 5 ) .............................. (id. 150.)
161 9 — A1 p á r l a p r a ........................ A’ par-párlapra

(CC/ -+- DDO (CC/ -+-DD/)— 13 — - t -  AB. . . -4- --------------- • AB
4 4

162 4 — magosságaiknvk . . . . magosságaiknak
169 14 (alúl) P-nek a1 kúp’ . . . . P-nek,- a1 kúp’
179 14 — k ö z é p o n tjá n ........................ középpontján
192 19 — =  om X  aV  . . =  Körűiét om X— 17 — = O H X  -US . . . . körűiét OM X  -^S.
194 16 — felkörbe , ........................ félkörbe
196 16 — ak v a g y  b k ........................ aK vagy bK
199 23 (felül) szöglet A-+-3 C—2 szöglet A-+— B —j— C—2.— 3 (alúl) „asdefb“ ............................................................... „acdefb“
205 5 (felül) =  2/3 7r R2 X  2R . *. 2/3x . R 2X  2R— 6 — — 2/ 3 x R2 X  D . . . J/ j T .  K- XÖ— 19 — sugaraik1— koczkahatványai . sugaraik1 koczkahatványai

207 2 (alúl) x =  10 . . . . x =  10 -I- V^65
208 1 1 /“\ Cn X tw X1iOV---/1

I d o mo k ’ j a v í t á s a .
I. tábla. 12. id. a' HE és EGF húrok, egyenes vonalak legyenek.
II. táb. 78. id. a' CAE vonal, a' körűiét1 metszéspontjára menjen.
1Y. táb. a1 109-dik mellett szám nélkül álló idom =  110-dik.
VI. táb. 1-44. id. a1 D betű nem jó helyre van téve; — tetessék az az LO

vonalra oda, hol a' C-töl és E-töl az LO-ra menő egyenes vonalak 
összejönck, a' C-töl felfelé irányozva, olly móddal, hogy CD legyen 
az IL—lel egyközü és egyenlő.

—  — 146. idomon a1 BbB' vonal1 folytatása’ végin legyen még b'.
—  — 154. idom1 csúcsára S  betű tetessék.
VII. táb. 157. id. az AE és EC belső vonalak, körív alakúak legyenek.
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